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Exercice 1

Va €l0, 400,

1 1
1. e Soit = un réel tel que z > 1. Alors 0 < — < 1 d’on {J =0 puis f(z) =
x x

.f(1):1—1><HJ:1—1><1:0

e La fonction f n’est pas continue en 1 car lim+ flx)y=1# (1)
z—1

2. Soit x € R*™*.  On rappelle que Yt € R, t — 1 < [t| <

1
Donc x(—l) { J
T
>—1. Ainsi Ve e R™|0< f(z) <=
Or lim z=0.
r—10+

Le théoréme des gendarmes permet de conclure que lim f(z) =0
z—0t

8

1 1
Dvou_lgug
x x

1
Donc —14+z> —x|—
T

| IS

Exercice 2

Pour tout entier naturel n, on note f,, la fonction définie sur R = [0, +oo[ par :
fo(@)=In(l+2z)+nz—-1

1. (a) Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b.

Alors 1 < 1+a < 1+b. Comme la fonction In est strictement croissante
sur [1, +o0[, on en déduit que In(1 + a) (<) In(1+ b).

De plusn > 0. Dot na <nbpuis na—1 < nb—1.
(%)

En ajoutant membre & membre les inégalités () et (%), on obtient
Inl+a)+na—1<In(l+b)+ndb-1.

Ainsi V(a,b) € [0, +00[*, (a < b => f(a) < f(b) ) ce qui signifie, par
définition, que f,, est strictement croissante sur [0, +o0].

(b) fn est la somme des deux fonctions u: z — In(l+z) et v:z—nx — 1.

u et v étant continues sur R, la fonction f, est continue sur 'intervalle

[0, +00[. Elle est de plus strictement croissante sur [0, +o0].

Or f,(0)=In(l)—1=-1 et liﬂl_l fn(x) = +00. On en déduit, d’aprés
r—r+00

le théoréme de la bijection, que f, est bijective de [0;+4o0[ sur 'intervalle
image :

o (05 400[)

fn(O)v lim fn()

T—+0o0

[*13 +OO[

(c¢) L’intervalle image f, ([0;+00[) contient zéro. Donc 0 admet un unique
antécédent w, par f, dans Uintervalle [0, +oo[ ce qui revient & dire que
Péquation d’inconnue z, f,(z) = 0 admet une unique solution wu, dans

Iintervalle R*. Nous pouvons écrire : |u, = f,,*(0)

On retiendra que f,(u,) =0 et que 0 < u
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2.

(a)

19
y = In(1 + x)

@3
L

Soit n € IN*. Alors

fn(l/n):ln<1+i>+n (Tll)—1=1n<1+i)+1—lzln(l+i).

1 1 1
Or —>0=1+— >1=>1n<1+> >1Inl. Donc f,(1/n) >0
n n n
Soit n € IN*. On déja a vuen 1.(c) que , 0 < uy,.
1
De plus d’apres 2.(a), 0 < frn | —
n

D’aprés le théoréme de la bijection, la réciproque de f, a le méme sens de
variation que f,.

Donc la réciproque f, ! est croissante sur f,, ([0;+oo) = [~1, 4-o0].
1 1 1
Done 0 < fy () = o (0)< (£ 0 fn) () = un <
Un id]RJr

1 . 1
VnelN*, 0<u,<— avec lim —=0"
)
n n—4+oco n

Le théoréme des gendarmes permet de conclure que liI—P Uy = 0"
n—-+0oo

Oun rappelle que pour tout entier naturel n, f,(u,) =0

cad. In(14+wu,)+nu,—1=0. Doua VneN, nu,=1-In(l1+u,)
Or lim wu, =0 et }il’%ln(l+t):h’11:0
—

n—-+oo
D’ow, par composition, lim In(1+wu,)=0
n—-+oo

Donc lim 1—In(1+wu,)=1
n—-+oo

1
Finalement lim nu,=1 et Up, ~ —
n—> —+0oo (n—+o0) N

Exercice 3

1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur le segment [a, b] et dérivable sur
lintervalle ouvert ]a, b avec a < b. Alors il existe au moins un réel ¢ €]a, b| tel
que

2. On se fixe un réel z appartenant a [0, 1].

e ler cas : supposons z > 0. On applique le théoréme des accroissements finis
en prenant f = exp, a =0 et b = x. La fonction exp est dérivable sur R, a
fortiori continue sur [0, z] et dérivable sur |0, z].

Donc il existe ¢ €]0, [ tel que e” — e = exp/(c) (x — 0)
c’est-a-dire |e* —1=uze

Or c€)0,z2[=0<c<1l=e’<e<e' = 1<e“<e=a<ae’<ae
Doncz <e®*—1<ze

e 2¢me cas : supposons £ =0. Alorse® —1=e"—1=1-1=0et ze=0.
Donc 'encadrement z < e — 1 < ze reste valable dans ce cas trivial.
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Exercice 4

On se fixe un entier naturel n supérieur a 2 et on considére le polynoéme P, (X) € R[X]
défini par :

1. Dapreés la formule du binome, (X —1)" = (X +(-1))" = Z (n) (—1)"Fxk

2.

Dot Py(X) = (X —=1)" =1 =—1+ Z (n> (- kXt

n

(a)

(b)

(c)

(") (—1)"™™ =140 donc

Pu(X) = (X —1)" 1

ei@ +e—119

Soit # € R. D’aprés 'une des formules d’Euler : cosf =

ei0+efi9
2
_ ezaeze + e—zaeze — ez(e-s-a) + ez(—9+9) — 6129 —|—60 =14+ 6129

D’oit 2 cos(f)e'? =2 el = (ew +e*i0) e'?

Les racines n—iémes de 1'unité sont les n nombres complexes deux & deux

distincts :
j 2km

e’ ouke[0,n—1]

(z—1)"=1 & 3ke0,n—1]; z2—1=¢" " daprés le rappel ci-dessi

2km

LS

& Jkec0,n—1];z=1+¢e""n

L’équation (2 — 1) = 1 admet exactement n solutions : les nombres

s 2kT

ap=1+¢"n |pour ke [0, n—1].

Les racines complexes (éventuellement réelles) du polynome P, (X) sont les
solutions de 1’équation d’inconnue z (z—1)" -1 = 0. Donc P,(X)
admet n racines deux & deux distinctes, & savoir les nombres complexes ay.

km

) k Ckm
ap =1+ e2(%F) = 2 cos <7r) ' " d’aprés la question 2.(a)
n

On connait les racines du polynéome P, (X) et son coefficient dominant qui
est égal &4 1. Donc

P.(X) = 1:1:[:()( —ay) = n]:[l (X — 2 cos <T) e‘)

On déduit de la question précédente que
n—1 n—1 n—1 n—1
P(0) = [JTO—ax) = [ (=er) = [T (D ar = (=)™ [ ] e
k=0 k=0 k=0 k=0

On a défini initialement P, (X) par P, (X) = (X —1)" — 1.

0 sin est pair

Donc P,(0) = (-1)" —1= { —2 sin est impair

On en déduit le produit des n racines du polynome P, (X) :

:{g

si n est pair
si n est impair




