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Exercice 1: Etude de deux Algorithmes (8 points)

On rappelle le théoréme de la division euclidienne sur les entiers qui assure que pour tout couple d’entier (a, b) € N2
il existe un unique couple (g,7) € N? tel que

a=bg+retr <b. (1)

L’entier q est appelé le quotient de la division de a par b et r est appelé le reste.

1. On considére I'algorithme suivant qui prend en entrée un couple d’entiers (a,b) € N? et retourne un couple
(q,7) € N2.

,—| Algorithme 1 \

div_euclide(a, b)

q< 0

T a

while » > b do
qg+—q+1
r<1—>0

end while

Return (g, 7)

\. J

(a) Prenons le couple (a,b) = (8,3). Déroulez I'algorithme a la main et en déduire ce que renvoie I'appel de
div_euclide(8, 3).

Itération ‘ q ‘ r ‘ r>b? ‘
0 (initialisation) | 0 | 8 | V
1 15|V
2 2|2 1F

et donc (¢q,7) = (2,2) ala fin de 'algorithme.

Méme question pour (a, b) = (10, 5).
Itération [q[r [r>0?
0 (initialisation) | 0 | 10 | V
1 115 \Y%
2 210 F

et donc (¢,7) = (2,0) ala fin de I'algorithme.

(b) On note g, r, les valeurs des variables ¢ et r aprés le n-iéme passage en boucle et qg, ro les valeurs avant le
premier passage. On considére la propriété suivante,

a=0bg,+71n (Pn)- (2)

Montrer que (P,,) est un invariant de boucle.

Base Pour n = 0 on a linitialisation gy = 0 et rg = a et donc a = bgg + 7¢. (Po) est vérifiée;

Recurrence Supposons que la propriété (P,,) est vérifiée. A itération (n + 1) on aura ¢, 41 = ¢, + 1 et
Tnt1 = Tp — b. Donc

an-H + Tn+1 = b(qn + 1) + (T’n, - b) = bqn + b + 7y — b= an +r,=a

d’aprés 'hypothése de récurrence. Ce qui montre que (P,,) est un invariant de boucle.



(c) Montrer que I’algorithme converge.

La suite 7, est une suite de nombre positif strictement décroissante. Cela nous assure que pour tout couple
(a,b), il existe un nombre ng (qui dépend de a et b) tel que r,, < b. L’algorithme est donc convergent (il

s’arréte).

(d) Conclure que I’algorithme calcule bien le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b.

D’aprés les questions précédentes, pour tout couple (a, b) il existe ng tel que r,, < b et on a la propriété
a = bgy, + Tn,- L’algorithme calcule donc bien la division euclidienne de a par b

2. On considére maintenant un second algorithme

,—| Algorithme 2

div_euclide2(a, b)

n <+ 0

while 2"b < a do
n+<n+1

end while

o+ 2n1

B+ 2"

fork=1ton —1do
v 2
if 7b < a then a < v
else B < ~
end if

end for

Return(c, a — ba)

\.

J

On notera comme précédemment ¢ et r le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b. Le but des

questions qui suivent est de montrer que ¢ = « (ou « est la valeur de la variable o en sortie de boucle For) et

doncr = a — ba.

(a) Justifier que la premiere boucle While permet de déterminer I'unique entier 7 tel que,

2n—1 §q<2n

()

La valeur de n est incrémentée de 1 jusqu’a ce que 2"b > a. Fixons cette valeur de n.

En effectuant la division entiére par b des deux cotés de I'inégalité, on trouve I'inégalité 2" > q.

Pour n — 1, on a I'inégalité 2n=1p < @, en effectuant la division entiére par b on trouve l'inégalité =l < g

D’ou la conclusion demandée.

(b) On note a, et S, les valeurs de « et 3 apres le kéme passage dans la boucle For (et oy, 3 les valeurs avant le

premier passage).
i. Montrer que pour toutk <n —1lona

Br —ar =

Onaag=2"""'et By = 2" ainsi que la récurrence

Br—1 —

Q1
5 (Pr).

ak+PBk si ak+PBk “xb<a
Olk+1 = 2 . 2 -
o sinon
et
ap+Pr si ak+Br xb>a
Brt1 = 2 .2
B sinon.
On vérifie ensuite la propriété Py, par récurrence.
Base Pour & = 0, si O‘OT% x b < a alors
ag+ By Po— g 2m —on—1 n_2
= B — . =2 " > .
B1— a1 =B 5 5 5
etsi”‘f’T"'ﬁ0 x b > a alors
ap + Bo Bo — ap 2n —2n—1 n_o
- = —— -y = = =2 .
B1 1 9 0 5 5



ii.

1il.

iv.

Recurrence Pour k& > 0, si O”‘T'%‘ x b < a alors

o + Br — «
Br41 — apy1 = B — k26k: k2 b

etsio"“‘TJrﬁ’“xb>aalors

o + B B — o

Bort — b1 = —5— —ap =———
En déduire qu’en sortie de boucle Forona 3,1 — a,,—1 = 1.
On a vu a la question précédente que 3y — ag = 2"~ 1. Comme & chaque itération la différence 8, — oy, est
divisée par 2, au bout de n — 1 itérations cette différence vaudra 1.
Montrer par récurrence que pour toutk <n —lonaay < ¢ < fy.
On a vu a la question (a) que I’encadrement est vérifié pour & = 0. Supposons qu’a l'itération &, on a
ap < q < P
Si Q’CT%“ x b < a alors la division entiére de

ar + B

ak+1><b: 5

x b (<a)

par b sera inférieure a ¢ et comme 3511 = (i on aura ¢ inférieur a 3511 d’apres I’hypothese de récurrence.
Le raisonnement est semblable lorsque % xb>a.
Conclure que a1 = g.

Comme fB,—1 — ap—1 =leta,_1 < q< fp_1onalégalité ¢ = a,_;.

Exercice 2 : Monomes premiers d’une fonction booléenne (6 points)

Soit B = {0,1}. On note z’ le complément de . On considére la fonction f de trois variables booléennes définie

par :

V(z,y,2) € B> f(x,y,2) =22 +2'yz+ay2 +zyz + 2y 2.

1. Fournir une représentation dans I'espace qui fasse apparaitre les points "couverts” par f, c’est-a-dire ceux ou elle
prend la valeur 1.

fla,y,z) =22 +2'yz + oy’ +ayz +

011 —— 111
Sl
010 —— 110

—|— 101
/ /
000 —— 100

2. Déterminer I’ensemble des mondmes inférieurs a f. Lesquels sont premiers?

degrés 3 (points)

degrés 2 (arétes)

degrés 1 (faces)

AN U A W N

2’y
z'yz'
z'yz
zy' 2’
xyz

'y z

y/Z/
'
x/y/
'y
'z
Yyz

.'I,'/

TABLE 1 - Mondmes premiers de f. En rouge les monoémes premiers.

Parmi les mondmes de degré deux, tous ceux qui ne sont pas indiqués comme premiers sont inférieurs a .

Parmi les mondmes de degré 3, les monomes sur les lignes 1,2,3 et 6 sont inférieurs a 2/, le monome de la ligne 4
est inférieur a y'2’, celui de la ligne 5 est inférieur a yz.

Donc aucun mondme de degré 3 n’est premier.



3. Montrer directement, sans utiliser le théoréme de cours, que f est égale a la somme de ses mondmes premiers.
L’écriture est-elle optimale en termes de simplification ? Pourquoi?

On se sert de la représentation dans ’espace comme d’un diagramme de Karnaugh. On obtient la simplification
de f suivante

flz,y,2) =a" +y'2' +yz.
Cette simplification est optimale puisqu’il n’est pas possible de supprimer un des termes de la somme sans modifier
la fonction.

Exercice 3 : Enquéte logique (6 points)

Lors d’une enquéte, on a recueilli les témoignages de trois suspects :
Brown : "Jones est coupable et Smith est innocent".
Jones : "Si Brown est coupable, alors Smith I’est aussi."
Smith : "Je suis innocent mais au moins 'un des deux autres est coupable".
Ces trois témoignages seront notées B, .J et S. En utilisant la convention :
p ‘Brown est coupable”
q “Jones est coupable”
r “Smith est coupable”
Répondre aux questions suivantes :
1. Exprimer le témoignage de chacun des suspects dans le langage de la logique propositionnelle.
B gA-—r
Jp—r
§ —rA(pVa)
2. Si tous disent vrai, lequel(s) est (sont) coupable(s)? Vous écrirez les contraintes logiques et donnerez la (les)
solution(s) de ces contraintes.
Si tous les énoncés sont équivalents au “Vrai” alors

gr=1, p+r=1, TFlp+q =1
de la premiére équation on déduit que ¢ = 1 et » = 0. En remplacant dans la deuxieme et dans la troisieme
équation on obtient
qg=1, r =0, p=1<p=0, p+H)=11=1
Il n’y a donc qu'un coupable “Jones”.

3. Dans cette partie, on ne suppose plus que les trois suspects disent nécessairement la vérité.
(a) Faire une table de vérité avec p, g et 7 et en déduire les valeurs de vérité de B, J et S dans les 8 cas.

plalr|[B[J]S]

<< <<mTmm
<<mm<<mTm
<m<m<T<™
H<mma <
<Hm << <
m<m<m< ™o

(b) Un des témoignages se déduit des 2 autres, lequel ?
Par examen de la table de vérité, on remarque que S = J — B.
(c) Sitous sont innocents, lequel(s) a (ont) menti?
Si tous sont innocents alors p = ¢ = r = I et donc “Brown” et “Smith” mentent.
(d) Hors baréme Si tous les innocents disent vrai, lequel est coupable ?
I y avait plusieurs facon de traiter cette question. En voila une
— Supposons que “Brown” est innocent : cela correspond aux quatre premiéres lignes de la table de vérité.
Dans ce cas il ne dit la vérité (ligne 3 de la table) que lorsque “Jones” est coupable et lorsque “Smith” est
innocent. On vérifie que pour cette solution “Smith” dit aussi la vérité.
— Si on suppose que “Brown” est le coupable (4 derniéres lignes de la table) alors il n’est pas possible que
“Jones” et “Smith” soient innocents car dans ce cas “Jones” ment (ligne 5).
Donc la seule solution avec un seul coupable (attention a la fagon dont la question est tournée!) est lorsque
“Brown” et “Smith” sont innocents.



