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Final

Durée : 1h30 — tout document autorisé

Recherche des équations du mouvement

d’un process type « bascule a bille »

Les documents réponses DR1 et DR2 sont a rendre en fin
d’épreuve

On considere un process « bascule a bille » , modélisé comme ci-dessous, dont
I’objectif est de faire passer la bille d’une position P1 & une position symétrique
P2 par basculement du rail S1.

Bille : S2 X2

Ny

X0

avec g : accélération pesanteur (m/s?)
X : repere la position de la bille par rapport au centre
de la liaison pivot d’axe (0, Z)
X : repere la rotation du rail par rapport a I’horizontale

ﬁ(t) : repere la rotation de la bille par rapport au rail

C : centre inertie de la bille
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1- Objectif de I’étude

L’objectif de I’étude est de déterminer les ¢quations du mouvement linéarisées
du systéeme afin de concevoir une commande (par retour d’état avec observateur
pour les curieux(ses)) pour contrdler la position de la bille respectant les criteres
du cahier des charges (temps de réponse, couple maxi autoris€...).

2-Données
concernant le bati So :

On lie le repére Ry (0, Xy, Z)supposé galiléen, au bati.
concernant le rail S;:

On lie le repére R, (0, X;y;Z) au rail. On repére la position angulaire du rail par
rapport au bati par ’angle a = (&g, x7)

O 0 O
M : masse du rail ; [151]0 =10 By 0| O:centre d’inertie du rail ;
P o 0 B

AB : longueur du rail notée L

Cm : couple moteur (du a un actionneur de type moteur a courant continu)
agissant sur le rail d’axe (0,2). On note : Cy, =CpZ

concernant la bille S, :

On lie le repére R, (C, x,y,Z)a la bille.On repére la position angulaire de la bille
par rapport au rail par ’angle S = (&7, %)

A, 0 0
m : masse de la bille ; R : rayon de la bille ; [152]Cb =10 A, O
210 0 A4,

La bille roule sans glisser sur le rail au point de contact I.

On donne I’action du rail sur la bille exprimée dans la base by, soit :

”TSl—>52” 0
T51_’SZ}I,b1= ”N51~>Sz” 0

0 0
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Graphe des liaisons gracieusement offert :

Pesanteur

3 . / '
./
Pivot Tte 51 "
\
axe (0,2) . :
SO ' ‘/
C.=Cnz

3-Travail a effectuer :

Ecrire directement les résultats sur les documents réponses DR1 et DR2

les calculs étant développés sur la feuille de copie

3-1 Ecrire sur DR1 : ﬂbZ/bl’ et le/bo'

3-2 En utilisant la condition de roulement sans glissement au point I, déterminer
la relation pseudo-holonome ; relation dont vous ne tiendrez pas compte durant
vos calculs lagrangiesques mais que 1’on utilisera des ces calculs finis pour revenir
a la réalité !

3-3 Déterminer les torseurs cinématiques suivants :

{'951/Ro}0 ’ {'952/Ro}c
{1952/51}1

3-3 Déterminer le double de I’énergie cinétique du rail par rapport au bati, notée :
2Ts1/Ro

3-4 Déterminer le double de I’énergie cinétique de la bille par rapport au bati,
notée : 2Tsz2ro

3-5 En déduire le double de I’énergie cinétique de I’ensemble : E ={S1+ Sz} par
rapport au bati, notée : 2Tg/ro

3-6 Compléter le tableau du DR2
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3-7 Déterminer les trois équations de Lagrange : Ly g/, ; Lag/r, €t LgE/r,

3-8 En utilisant maintenant la relation entre B et x donnée par la relation pseudo
holonéme de la question 3-2, vérifier qu’on peut réduire nos €quations de
Lagrange a deux, telles que :

J2\ .. . . J2 ..
Lyg/r, = (m + ﬁ>x — mxa® + mgsina — R = 0

%
Log/r, = (MX* +J1 + J2) & + 2mxka — ], 7 T mgxcosa = Cy,

3-9 Rechercher les équilibres paramétriques. Conclure
3-10 On linéarise autour d’une position d’équilibre réaliste: as = 0
Onposealors: a =0+¢, ; x =xs+ &, et Cpy = Cre + Ecm
Déterminer ces deux équations lin€arisees : Lqine) £/r, € Lx(1ing),E/R,
3-11 Application numérique
On donne :
Concernant le rail S; : M =9 kg ; B1 =3 kg.m? et ||g|| = 10 m/s>
Concernant la bille S, : m =1 kg ; R =32 mm ; Az = 4.10* kg.m?
Ecrire sous forme numérique ces deux équations linéarisées.
3-12 Les mettre sous la forme maricielle suivante :

MX + KX = F,

Vous pouvez remarquer qu’il existe deux types de termes de couplage, les
nommer.

Un type de ces termes de couplage est négligeable, citez-le.

Réécrire alors nos deux équations linéarisées simplifiées (qui nous serviront a
mettre en place le contréleur ...)

Ly £ /Ry (liné_simplifice) €0 Lo E/Rry(liné_simplifice)

Fin



MQ 46 — Mécanique énergétique des structures et mécanismes
Automne 2018

1°) Ecriture de :

B — ———y

QbZ/bl = et le/bo =

2°) Expression de I’équation pseudo-holonome :

3°) Expression des torseurs cinématiques

{‘951/120}0 - : {1952/120}6 -

{1952/51}1 -

4°) Expression du double de I’énergie cinétique du rail par rapport au bati,
notée :

2Ts1/Ro =

5°)  Expression du double de I’énergie cinétique de la bille par rapport au
bati, notée :

2Ts2/r0 =

6°) tableau a compléter

qi qu,Soﬂsl/Ro QQi,mot—»Sl/Ro qu,pesﬁsl/RO qu,pes—hﬁ'z/Ro Q‘Ii,slez
a
X

NOM : DR1
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7°) Ecriture des équations

Lx,E/Ro — >

Automne 2018

La,E/Ro — >

Lgero

8°) Vérification ( sur feuille de copie)

9°) Equilibres paramétriques

10°) Equations a linéariser sous forme littérale :

LX,ERo lincarisée —

L0, E/Ro lindarisée N

11°) Equations linéarisées sous forme numérique

.
°

LX)E/RO linéarisée ——p

L.0,,E/Ro linéarisée - »

12°) Ecriture matricielle (sous forme numérique)

Ex

€a

Noms des termes de couplage :

Les termes de couplage négligeables :

Réécriture des équations numériques linéarisées simplifiées :

LX,E/Ro tinéarisse. simplifiée ———p

L0,,E/Ro lindarisée_simplifiée —_ 4.

NOM :

DR2



