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Médian Printemps 2008

Calculatrices et documents interdits.
Chaque exercice doit étre rédigé sur une feuille différente

Exercice 1 - 8 points

1) Soit un K-espace vectoriel E. Démontrer que pour A € K et x € E,
Ax=0<= (A=0o0uz=0).

2) Soient deux K-espaces vectoriels E et F'. Soit f : E — F une application linéaire. Soit
G un sous espace vectoriel de F'. Montrer que f~(G) est un sous-espace vectoriel de E.

3) Déterminer, dans les bases canoniques, la matrice de l'application linéaire f : R?* — R3

] 1 1 3
telle que f( )=1 2 | et f( )= 2
L 3 2 1
4) Peut-on trouver 2 bases distinctes B et B' de Ro[X] telles que les coordonnées de
1
P(X) =2— X + X? dans B et B’ soient | 1 | 2 Si oui, donner un exemple, sinon,
1
Justifier.
x 1 20 x
5) Soit f l'endomorphisme de R défini par f(| y |) = 1 11 Y
z -1 2 2 z
2

a) Quelle est le déterminant de l’endomorphisme g = f — 3.1dgs
V € R? tel que f(V)=3.V.

b) En déduire une base B de R? telle que la matrice de f dans cette base soit de la forme

? En déduire qu’il existe

My =

o O W
o O &

b
d
f

Exercice 2 (NOUVELLE FEUILLE) - 6 points
Soit un K-espace vectoriel E de dimension n. Soient f et g deur endomorphismes de E.

1) Supposons f o g = 0. Etablir une relation entre le rang de f, le rang de g et n.
2) Supposons fo f =0. Quel est le rang mazimum de f ¢
3) Montrer que

Im(f) = Ker(f) <= (n pair,rang(f) = g et fof=0).

4) Donner la matrice d’un endomorphisme de R* muni de sa base canonique, vérifiant

Im(f) = Ker(f).
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Exercice 3 (NOUVELLE FEUILLE) - 6 points
Soient les suites (Tn)nen €t (Yn)nen définies par

Tpnt+1 = 4xn — Yn
Yn+1 = —Tp + 4yn

ou To, Yo sont deux réels fixés.

1) On pose X, = ( ';j" ) Exprimer X, .1 en fonction de X,, a l'aide d’une matrice A,
puis X, en fonction de Xy, A et n.
2) Soit fa 'endomorphisme de R? qui admet A comme matrice dans la base canonique C.

Donner la matrice A" de fa dans la base B = {( } ) : ( _11 )}

3) Quelles est la matrice de passage Pge de B a.C (i.e. Pge telle que coordg(V') = Pge.coorde(V')) ?
4) Exprimer A, puis A%, puis A" (n € N*) en fonction de A’, Pge,n.
5) En déduire A™ (n € N*) en fonction de n.

6) En déduire le comportement lorsque n tend vers 400 de (zp)nen avec z, = Z—" avec
To =1yo = 1 7 Méme question avec xo = —yo = 1.



