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Exercice 1

I. Ensembles et applications.

Soit ¢ Z2N) —  Z(N)
A —  AU{0}.
=N"U{0} =N. On a ¢(N) = ¢ (N*) = N. Donc N

: Pélément N de & (N)

¢ (N) = NU {0} = N et o (N")
et N* sont deux antécédents de N par ¢ qui sont distincts
n’admet donc pas un unique antécédent par .

Par conséquent, ‘l’application i n’est pas bijective ‘

II. Etude d’une fonction en I’infini. On considére la fonction f définie par :

Yz €10, +ool, f(z):1/x2+%f4m+2.

1. Soit = au voisinage de +o0.

Vai+ i - 2( 1 > 2(,/x2+§—x)(,/z2+§+x)
4 =2 2+ - —z| =21 -
xr

Vat+ 14w

_1_
2x2

2

2 1 2 1
( Tt ) * — 9,2 = _ 2z
Vet + 4o \/:1724—%4—:6 \/x2+%+m

,/x2(1—|—;3 +x |x|,/1+$3—|—a: o1+ 5+

_ 2
I+ 5 +1
Donc,
4w 2 2
r—+o00 Grvl xr——+00 1+I%+1 \/I_A'_l

\/z 2+,,x ~ .
z%+002562

2. D’aprés la question précédente,

1 1
lim (4/22+—-—2|= lim —
r—+00 T r——+00 2x2

Par conséquent,

=0.

De plus, pour tout = €]0, 00|,
1
flz) = (, |22 + . x) + (=3x +2).

lim (f(a:) — (—3z+ 2)) =0.

T—+00
On en déduit que la courbe % représentant la fonction f admet, en 400, une
asymptote oblique d’équation |y = —3x + 2|.

Donc,

ITI. Autour de la fonction sinus. On considére la fonction g définie sur |0, 7] par :

g(z) =

vz €10,7], sin(e)

T

sin(z
1. On sait que lim (z) = 1 carsin(z) ~ . Donc la fonction g admet une limite
z—0 x z—0

finie en 0 (qui vaut 1) : ‘1a fonction g est donc prolongeable par continuité en 0

en posant | g(0) = 11|

2. (a) ‘La fonction cosinus est décroissante sur [0, 7] ‘

(b) Soit x € ]0,n] fixé. La fonction sinus est continue sur [0, z] et dérivable sur
10, z[, donc d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe au moins
 sin'(c) = sin(z) — sin(0) _ sin(a:). Or,

un nombre réel ¢ €0, z[ tel que
z—0 T

sin’(c) = cos(c). Donc : sin(z)

cos(z) < cos(c) < cos(0) = 1.36
sin(x)

= cos(c). Puisque ¢ €]0,z[C

Dot : cos(z) <

< 1. Sachant > 0, on en déduit :‘mcos(x) <sin(z) <z ‘

3. La fonction g est le quotient de deux fonctions usuelles dérivables sur |0,
g est dérivable sur |0, 7] et :

Yz €]0, 7,

7], done

() = sin’ () x xx—Q sin(z) x 1 _ xcos(x)xg— sin(x) '

7], ¢'(z) <

4. (a) D’apres la question 2(b) : Vz €]0,

(b) Soit z € |0, g}

0. Donc‘ g est décroissante sur |0, 7] ‘

sin (5 1 2
On déduit de 4(a) que : g( ) g(z). Org(ﬁ) (3) =_—=—.D'ou:
2 2 5 5w
2 i 2
— < g(x) = sin(x) T — <sin(x) car x > 0. Cette inégalité est encore
™ x ™
o . ) 7r 2 _ .
vraie si = 0 car sin(0) = 0. Par conséquent : |Vz € [07 5} , — <sin(x)|
™
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Exercice 2

Soient n un entier naturel tel que n > 2 et 6 €] — 7, 7|.
L’objectif de cet exercice est de calculer la somme suivante :

n n
Sp = kZ:O k <k) cos(kf).

1. Soit P(X) = (1+ X)" € C[X]

(a) De maniére immédiate :

|P/(X) = n(1+X)"!]

(b) D’aprés la formule du binéme :

P(X) = é (Z) X",

(¢) On dérive 'expression précédente et on trouve :
" /n " /n
P'(X)= EXFl = ( >kX’“.
=2 (=1

Ainsi, en écrivant que les deux formules trouvées pour P’'(X) sont égales, on

obtient : .
> (Z) EXFt = n(1+ X)" L
k=1

D’oti, en multipliant par X :
" /n
> (k> EXF =nX(1+ X)L
k=1

Par conséquent, pour tout nombre complexe z, on a :

n

> (Z) kz* =nz(1+2)"71 |

k=1

2. On note w = e'?.

(a) On sait que :

, _ , . , 0
l+w=1+¢" — i (e’g +eﬂ%> —|e'% x 2cos (2> .

(b) On en déduit que :

[SIEY

>n1
. (n—1)6
) el n :

_ _ 0 - (n+1)6
=|n2" ! cos™ 1(2 etz |

B , 0\ .
nwl+w) = ne's (2 cos (2) e’

148 _
=n2""le'2 cos" ! (

N D

L’expression obtenue ci-dessus est bien la forme exponentielle de nw(1 4 w)™ !
0 > 0 pui 0 G} T 7T|:

car cos | — uisque = € |[— =, = |.
2 PERTE 5 = 17973

(¢) On repart de I'expression précédente :

nw (1 + w)n71 =n2" Leogn! (9> (COS (ml)e) + 4sin ((n—*—l)e>>
=n2" Lcog" ! (9> oS ((n—i—l)@)
2 2
+in2" tcos™ ! (6> sin <(n+1)9>
2 2

3. 1l ne reste plus qu’a extraire les parties réelles de chaque coté de 'égalité dans ()
pour trouver S,,. Plus précisément :

S, = kzi‘; k (Z) cos(k0)
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Pour tout entier n supérieur ou égal a 2,
Pu(X)=nX"" —(n+1)X" -1

LP(X)=nn+1D)X"—(n+nX"t=nn+1) X" (X -1).

2. Soit v une racine complexe de P, (X). On suppose que « est de multiplicité différente
de 1, donc de multiplicité supérieure ou égale a 2.
Alors P,(a) =0et P.(a) =0. Dou n(n+1)a" '(a—1)=0.

On déduit de cette derniére égalite o' =0 ou 1

Donca=0 (carn—12>=1) ou = 1.

Donc P,(0) =0 ou PB,(1)=0.

Or P,(0)=n0"" —(n+1)0" ~1=—-1let P(1)=n1"" —(n+1)1" -1 = —2.
Ainsi 0 = —1 ou 0 = —2 ce qui est absurde.

Finalement ‘a est une racine simple de P, (X) ‘

3. (a) La fonction polynomiale P, est dérivable sur R
et d’aprés la question 1., V¢t € R, P,(t) =n(n+ 1)t" 't —1).
Donc pour tout réel ¢t > 1, P! (t) est du signe de (t — 1).
Dou P/ (1) =0etVt€E]l, 4o, P.(t) >0 : P, croit strictement sur [1,4oc].

La fonction P, étant continue et strictement monotone sur intervalle I = [1, 4+o00],
d’aprés le théoréme de la bijection, elle est bijective de I & valeurs dans
J = P,([1,40c[). De plus, par continuité et croissance de P, on a :

_ . _ . nt+l| _ 1
J = Pn(l),t_lg?ooPn(t)[_ [Pnu),tilgloont {_[ 2, 400

Comme l'intervalle J contient zéro et que P, est bijective de I sur J, il existe une
unique solution dans I a I’équation d’inconnue ¢t : P, (t) = 0.

Cette solution (qui dépend de n) est notée u,, : P, (u,) =0

(b) On a vu que P,(1) = —2
et Po(2)=n2""' —(n+1)2" —1=2"2n-n—-1)—-1=2"(n—1) - 1.
Orn>2donc2" >4etn—121.Dou2"(n—1)>4puis P,(2) 24—-1>0

Ainsi | P, (1) < Pp(un) < Pp(2)
0

Comme P, est croissante sur [1, +oo[ on obtient 1 < u,, < 2
4. Dans cette question, on pose P(X) =2X% -3X? -1

(a) P(X) étant scindé sur C: P(X)=2(X —a)(X —b)(X —¢)
=2[X?—(a+b+c)X*+ (ab+ bc + ac)X — abc]

D’ou, par identification des coefficients,

—2(a+b+c¢) = -3 a+b+c=3/2
{ —2abe = -1 {abc:1/2

(b) a est la seule racine réelle du polynome P(X) = P»(X). Donc a = ug.
D’aprés 3.(b), 1 <up <2=1<a<2.Daprés 4.(a), abc=1/2=abb=alb?

1 1 1
On en déduit que - < — <1 et que |b]*> = —
2 a 2a

1 1 1 1 1 2
D'ott ~ < |b|* < = puis 3 < |b] < —= c’est-a-dire 3 < o] < £

4 2 V2 2

W
/

_y | |

5. On revient au cas général ou n > 2.

(a) On rappelle que P,(u,) =0 dott nut — (n+1)u” — 0

dot nu™ —(n+Du =1 dott nu,u” —(n+1u =1
d’ou u, (nu, —(n+1))=1. Donc ‘uﬁ(nun—n— 1) :1‘
1
(b) e D’apreés l’égalité précédente, nu, —n—1=—
Uy

1
Or on a prouvé que u,, > 1. Donc w]. > 1" puis — <1
u'fL
Par conséquent nu, —n—1<1

2
e D'ou nu, <1+n-+1 Donc u, <1+ — . On rappelle que 1 < u,.
n

Ainsi, pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, nous avons

2
I<u, <14 —
n

(¢) lim 14— =1.Lethéoréme des gendarmes permet de conclure que la suite
n—-+4oo n

(Un)n>2 est convergente et que

lim wu, =1
n—-+oo




