Le 13/01/2026 durée : 2 heures

\a‘ utb m Examen final

université de technologie MTlA_MTlB_MT]_D

A Belfort-Montbéliard

La présentation, la lisibilité et la qualité de la rédaction entreront pour une part importante
dans Uappréciation des copies. L’utilisation de toute calculatrice, de tout matériel électronique
et de tout formulaire est interdite.

Les 3 exercices seront rendus sur 3 copies différentes.

| Exercice 1 | ( 7 points )

Les trois questions I, II et III de cet exercice sont indépendantes.

I. Ensembles et applications. On désigne par & (N) 'ensemble des parties de N et on
considere ’application ¢ définie par :

o+ Z(N) — Z(N)
A — AuU{0}

Donner ¢ (N) et ¢ (N*). L’application ¢ est-elle bijective ?

I1. Etude d’une fonction en l’infini. On considére la fonction f définie sur ]0, +oo| par :

1
Ve €]0,+00[, f(z)=4/2?+ = —4x+2.
x
1. Démontrer que {/x2 + l - L
’ 4 V x z—+oo 2x2°

2. On note % la courbe représentative de la fonction f. Démontrer que ¥ admet une
asymptote oblique en +00 dont on précisera I’équation.

III. Autour de la fonction sinus. On considére la fonction g définie sur |0, 7| par :

Ve €)0,7], g(z)= sin(a:)'

x
1. Justifier briévement pourquoi la fonction g est prolongeable par continuité en 0 et
préciser la valeur en zéro de la fonction g ainsi prolongée.

2. (a) Rappeler la monotonie de la fonction cosinus sur [0, 7].
(b) On se fixe un réel = € ]0, 7). En appliquant le théoréme des accroissements finis &
la fonction sinus sur [0, x] démontrer que :
z cos(z) < sin(z) < .
3. Justifier briévement que g est dérivable sur |0, 7] et calculer sa dérivée en tout point de
cet intervalle.
4. (a) Etudier les variations de g sur ]0, 7] a I'aide des questions précédentes.
(b) En déduire que :

2
Vo € }O, z} , il < sin(x).
2 T

Pensez a changer de copie.
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( 7 points )

\ Exercice 2 ‘

Soient n un entier naturel tel que n > 2 et 6 €] —m, w[. L’objectif de cet exercice est de calculer

la somme suivante : .
n
S, = k cos(k9).
Yo (}) et

1. Soit P(X) = (X +1)" € C[X].
(a) Donner P'(X).
(b) Développer P(X) a 'aide de la formule du Binéme de Newton.

(c) En dérivant I'expression précédente, vérifier que, pour tout nombre complexe z,

ik(:)zk —nz(l+2)" (%)

2. On note w = e,

[4

6 )
(a) Montrer que 1+ w = 2cos (5) e'z.

(b) En déduire la forme exponentielle de nw (1 +w)™ "
(¢) Donner alors la forme algébrique de nw (1 +w)"".

3. A l'aide de I'égalité (x), calculer S,,.

Pensez a changer de copie.

( 7 points )

Exercice 3

Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on définit le polynéome P, (X) € R[X] par :
P.(X)=nX"""—(n+1) X" 1.

1. Calculer son polynome dérivé P! (X) sous forme factorisée.

2. Soit « une racine complexe de P,(X).
Prouver en raisonnant par ’absurde, que « est de multiplicité 1.

3. (a) Démontrer que l'équation d’inconnue ¢ : P,(tf) = 0 admet une unique solution réelle
dans Uintervalle [1, +oo[. On notera u,, cette solution.

(b) Vérifier que 1 < u,, < 2.
4. (a) On rappelle que u,, est racine de P,(X). Vérifier que w (nu, —n—1) = 1.
(b) En déduire que nu, —n —1<1 puis un encadrement de wu,

(c) Etablir la convergence et déterminer la limite de la suite (uy)n>2

5. Dans cette question uniquement, on prendra n = 2. On pose P(X) =2X* -3 X? — 1.

(a) On admet que le polynome P(X) admet une seule racine réelle a = uy et deux racines

complexes conjuguées b et ¢ = b . Donner les valeurs exactes de a+b+c et abec.

V2

1
(b) Déduire de ’encadrement de 3.(b) et de la valeur de abc , que 5 < b < -

UTBM Page 2/2



