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Calculatrices interdites. Le seul document autorisé est une feuille A4
recto-verso rédigée a la main

Il sera tenu compte dans la correction de la présentation et de la rédaction correcte des
démonstrations.

Exercice 1 (Applications directes du cours) - 6 points
Dans cet exercice, aucune question ne nécessite plus de quelques lignes pour
étre résolue

1. Déterminer la limite

lim Oln((l +x).(1—1x))
i sin?(x) '

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur (\, u) € C? pour que X?+2 divise
X4 X3+ AX2 4+ uX +2.

8. Démontrer que pour tout x € [—1,1], arccos(x) + arcsin(z) = 7.

4. Soit f :[0,1] — R wune fonction continue telle que f(0) = f(1). Montrer qu’il
eziste ¢ € [0, 1] tel que f(c) = f(c+ 3).

Justifier soigneusement !

Exercice 2 - 3 points
On se propose dans cet exercice de déterminer toutes les fonctions f : C — C vérifiant
les trois propriétés suivantes :

(i) Vz eR, f(z) = z.

(ii) (2, ) € C©, [(z+ ) = [(2) + ().

(ii)) W2, ) € @, f(= % ) = f(2) % ().

Soit f une fonction vérifiant les propriétés ci-dessus .

1. Démontrer que f(i) =i ou f(i) = —i.

2. On suppose que f(i) = i. Démontrer que, pour tout z € C, f(z) = z.
3. On suppose que f(i) = —i. Démontrer que, pour tout z € C, f(z) = Z.

Justifier soigneusement !
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Exercice 3 - 5 points
Dans cet exercice, on cherche les primitives de la fonction réelle définie par

2 +3.23 + 722 4+920+6
f(z) = 3 5
3+ 3.x2+4.0+ 2

1. Factoriser le dénominateur en polynomes irréductibles a coefficients dans R.
2. Montrer que f(r) = P(x) + 55 + % ot P(X) € R[X] et Q(X), R(X) sont les

deuz polynome irréductibles obtenus a la question précédente (avec deg(Q(X)) =1)
et a,b,c € R.

3. Déterminer les primitives de f sur son ensemble de définition.

Justifier soigneusement !

Exercice 4 - 5 points
Soit une suite (uy,), définie pour tout entier naturel n par :

= I,

1. (a) Déterminer uy pour que cette suite soit constante.
(b) On suppose que ug < 2. Montrer par récurrence que (uy), est magjorée par 2.
(¢) Calculer u,1 — u, et en déduire la monotonie de la suite (uy)p.
(d) Déterminer la limite de la suite (uy,)p.

2. Dans la suite de lexercice, on suppose que ug = —1. Soit une suite (v,), telle que

_ 1
Up = w2

(a) Calculer v,1 — v, en fonction de u,. En déduire que (v,), est une suite arith-
métique. On précisera sa raison et son premier terme.

Questions supplémentaires - 2 points
(b) Calculer v, en fonction de n.

(c) En déduire u, = 525"

Justifier soigneusement !



