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Calculatrices interdites. Le seul document autorisé est une feuille A4
recto-verso rédigée a la main

Il sera tenu compte dans la correction de la présentation et de la rédaction correcte des
démonstrations.

Exercice 1 (Applications directes du cours) - 6 points

Dans cet exercice, aucune question ne nécessite plus de quelques lignes pour
étre résolue

1) Peut-on trouver a,b,c,d € R et f une fonction continue sur |a, b telle que f(]a,b]) =
le,d] ¢ Si oui, donner un exemple, sinon, justifier.

2) Donner l’ensemble de définition et la dérivée de la fonction réelle a une variable
réelle définie pas f(x) = arcsin(e®*!).

3) La fonction ci-dessous est-elle continue en 0 ¢
f: R — R
et — 2 .
- { A i 0

0 stx=0

4) Déterminer la limite de la suite (u,),>1 avec

(n—l—Q)n
Uy = )
n

Justifier soigneusement.

Exercice 2 - 4 points

1) Factoriser en polynémes irréductibles dans R[X] et C[X] le polynome :

P(X)=6X"+5X%+1.
2) Trouver deuz polynoémes U(X) et V(X)) de R[X] tels que
AX).U(X) + B(X).V(X) = 1,

0t A(X)=X"— X —1 et B(X)=X5—1.
(On pourra commencer par déterminer un PGCD de A(X) et B(X))

Justifier soigneusement.
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Exercice 3 - / points

1) Montrer que Yk € N, m < arctan(k + 1) — arctan(k) < 4.

z+3

o Sur R.

2) Trouwver les primitives de f(x) =

Justifier soigneusement.

Exercice 4 - 7 points
Soit f: I CR — R, ot I est un intervalle.

On dit que f est lipschitzienne de rapport k£ > 0 sur I
Va,y € L, |f(x) — f(y)| < k.o —yl.

Si f est lipschitzienne de rapport 0 < k < 1, on dit que f est contractante.
1) Montrer que si f lipschitzienne de rapport k > 0 sur I alors f est continue sur I.
2) Montrer que f(x) = /T est lipschitzienne de rapport & sur [1,+o0].

3) Admettons le Théoréme du point fixe suivant :
Soit f : I —> I (I intervalle fermé) contractante alors la suite définie par
uo € I, u, = f(un—_1) converge vers 'unique point fixe de f dans I.

a) Soit la fonction définie par f(x) = %.xQ + 1. Montrer que f vérifie les hypothéses du
théoreme sur [1,2].

b) En déduire que la suite ci-dessous converge et déterminer sa limite :

Ug = 1
Up+1 = %(UH)Z +1

Justifier soigneusement.



