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Exercice 1 (b)

LE 11/01/2016

Exercice 1 (a)

. . ) 2
1. T existe une matrice carrée A € M3(R) telle que A" = —TI5. FAUX 1. Soit A € M3(C) une matrice carrée d’ordre 3 & coeflicients complexes telle que

sinon on aurait det(A?) = det(—1I3) d’oi (det(A))2 = (—1)% det(I3) = —1
ce qui est impossible car det(A4) € R et (det(A))2 > 0.

1 0 2
. La matrice |0 1 0] est diagonalisable dans M3(R). VRAI
2 0 2

car elle est symétrique & coefficients réels.

. Dans R® muni du produit scalaire usuel, le projeté orthogonal de @ = (1,2,3)
sur le plan F d’équation z 4+ y + z = 0, est & = (1,-2,1). FAUX

car @ — W = (0,4,2) n’est pas colinéaire & 7 = (1,1,1).

Donc @ — W@ n’appartient pas a F*.

11 V2
. Dans la base canonique %, de R3, la matrice A = 5 1 1 =2

V2 V2 0
représente une rotation d’axe dirigé par 7 = (1,1,0). VRAI

Notons Cy, Cs et C3 les colonnes de A. On vérifie que :

e (C1|C2)=0
o [Cil? =ICe)* =1
[ Cl A 02 = 03

Donc les vecteurs colonnes de A forment une base orthonormale directe de
M3 1(R) ce qui signifie que la matrice A est orthogonale directe et représente
bien une rotation de R® dont I’angle n’est pas égal & zéro modulo 7
car A # I3 et A n’est pas symétrique.

1
Posons X = [ 1| la matrice colonne des coordonnées de 77 dans B .
0
On vérifie que AX = X ce qui signifie que 7 est invariant par la rotation de
matrice A dans %.

. Soit f: R — R la fonction 2r—périodique définie par :
Va €| -, 7], f(z) = 2% Alors f est partout égale a la somme de sa série de
Fourier. VRAI

Conséquence du théoréme de Dirichlet dans le cas d’une fonction f, continue sur
R, 27 —périodique et de classe C* par morceaux sur R.

. Soit f:R — R, 2x—périodique définie par f(z) =

A3 = I3. Alors le déterminant de A est nécessairement égal a 1. FAUX

Comme A% = I3, on a det(A®) = det(I3) = 1 d’oi1 (det(A))® = 1. Or det(A) € C.
Donc det(A) est une racine cubique de 'unité :

s

det(A) =1 ou det(A) = e ou det(A) = e iF

4 00

. Lamatrice [ 5 1 0| est diagonalisable dans 9t3(R). VRAL

-8 3 0

cette matrice étant triangulaire inférieure, ses valeurs propres sont les coefficients
de sa diagonale : 4, 1 et 0. Comme elle est d’ordre 3, et admet 3 valeurs propres
2 & 2 distinctes, cette matrice est diagonalisable.

. Dans R® muni du produit scalaire usuel, le projeté orthogonal du vecteur

W = (1,2,3) sur le plan F d’équation z+y+z = 0, est le vecteur W = (—1,0,1).
VRAI

car W e Fet @ —u=(2,2,72) e F*.

2 1 2

. Dans la base canonique %, de R?, la matrice A== [ 2 —2 —1| représente

-1 -2 2
une symétrie orthogonale par rapport & un plan. FAUX
car la matrice d’'une symétrie orthogonale doit étre a la fois orthogonale et
symétrique. Mais A n’est pas symétrique.
1 si xze€l0,n]
-1 si z€]—-m,0]
Alors f est partout égale a la somme de sa série de Fourier. FAUX

D’aprés le théoréme de Dirichlet, la série de Fourier de f converge en tout point

1
vers la régularisée de f qui est la fonction z+—— B (f(x*) + f(x+))

lim f(t) + tlim+ f(t)>

t—x

+0o0 1
VrelR, ao(f)JrZ (an(f) cos(nz) + b, (f) sin(nz)) = 3 (
n=0

Mais ici, 1= f(0) # % (th%l ft) + tlir& f(t)) =0
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Exercice 2

(n+1)*

vneN, u, = —-2"

n!

1. VneN, u, >0 et pour tout entier n € IN,

Upy1 (n+2)22n+1 " n! ~ 2(n+2)? 2n* 2
u,  (n+ (n+1)22n  (n+1)3 (ot0) 13 n
Or lim = =0. Don lim " —0avec0 < 1.
n—-+oo n n—+00 Uy

Larégle de d’Alembert permet de conclure que la série Z uy, est convergente.

2. On suppose qu’il existe trois constantes réelles a, b et c telles que pour tout entier
naturel n, (n +1)2 =an(n —1) +bn +c.

Alors Vn € IN, n? +2n 41 = an® + (b — a)n + ¢. Donc, par identification,

a=1
b—a=2 .Puisa=1,b=3etc=1.
c=1

On vérifie ensuite que Yn € N, n(n — 1) +3n+1=n>+2n+1= (n+ 1)

non TL(TL*].) n
ZHQ et 272 sont, conver-

1
3. Les séries exponentielles z —'2” , '
n! n!

+oo

n __ 2

gentes et on rappelle que Z 52 =e
n=0

Page 2/5
+o00 2 I
(n+17°, nn =D 43n+ 1Y on e
2 = X ! 2 dapres 2
n=0 n=0
400 (
S ST
=
—2" a2 *Qn
3 (n_l)( 3 +3Z +Z
n=2
“+oo
= Z( 2”+3Z ek
71_"_20O . 1
Y 2"*2+3><2Z 2"+ e?
=02 =D
4 )
DIRERE SRR
j=0""
= 4e +6e + e’
+00 2
o m+1)% ., .. 5
Ainsi ZTQ =1le
n=0
Exercice 3
2
On pose pour tout réel t > 0, {zgg ; i(]ﬁltt)Q

1. Les fonctions z et y sont dérivables sur 'intervalle |0, 40|

1
() = 2t1nzt+t?E =t(1+2Int)

et Vt >0,

y'(t) (lnt)2 + t(21nt)% = (24 Int) Int

2. e Pour t > 0, 2/(t) est du signe 1 + 2Int.

—1
2

() >0 <= 14+2Int >0 < Int>-1/2 <= t>e

ey (1)=0 < 2+Int=00ulnt=0 <= t=e2out=1
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e Tableau de signes pour obtenir le signe de y'(t) :

t 0 e 2 1 +00
2+ Int - 0 + [ +
Int — \ - 0 +
y'(t) + 0 — 0 +
e Calculons les images par les fonctions x et y des réels : 1, e™2 e 1/2

() =y(1)=0 ; x(e?)=ec¢*In(e?)=—-2"" ;
1 1
yle™?) =e2 (ln(e_Q))2 =4e7 2 ¢ (6_1/2> =e !ln (e_1/2> = —56_1 =55
2 1 1

71/2) _ a1/2 (1 71/2) o122t
y (e e ne e 1”1
e On a admis que lim¢ Int =0 et que lim¢(Int)> =0.

t—0 t—0
Alors }iné xz(t) =0 et %il% y(t) = 0. On prolonge donc par continuité en zéro les
— —

fonctions z et y en posant z(0) = y(0) = 0.
Etudions a présent la dérivabilité en zéro des fonctions x et .

(t) — x(0)

vi>o0, 2 —tlnt — 0

t—0 (t—0)
La fonction x est donc dérivable en 0 et z'(0) = 0.

Vit > 0, M:(lnt)Z — 400
t—20 (t—0)

La fonction y n’est donc pas dérivable en 0.

t 0 e 2 6—1/2 1 +00
z'(t) - - 0 + +
\ Y +00o
\
z(t) —2e” 0/
—_ _i -
2e
46_2 \ I +oo
o Vi
yoo | ]+ o0 - — +

3. On a représenté ci-dessous la courbe %.

A=M(e2) et B=M (e—l/Q). Donc

96t 4o L
A(—2e7%,4e7?) et B( 26,4\/6>

4. lim z(t) =+ooet lim y(t) = +oo.
t——+o0 t—+o0
Donc la courbe ¥ présente une branche infinie en +oo.

() _t(nt)*> Int

Vit > 1, = — = —
x(t t2 Int t (t—+o00)

<

~—

Par conséquent la courbe paramétrée ¢ présente au voisinage de +00 une branche

%
parabolique de direction horizontale (O; 1 )

Exercice 4

Soit By = (e1, ez, e3) la base canonique de R3.
On pose v = (1,1,1), v = (1,2,3) et F' = Vect(u,v).

1. e On applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

v 6
<|g| g|;> g1 =v— gu =v—2u= (_17071)'
1

Alors (g1, g2) est une base orthogonale de F.

L,1,1) et ! L <101
T 91 = —(—=1, 1 €t €29 = 7792 = —F—=(—1,U, )
l[g1]] V3 g2l V2

on obtient (g1, £2) comme base orthonormale du plan vectoriel F.

Onpose g1 =u=(1,1,1) et go =v —

En prenant &1 =

1
e Posons e3 = 1 Aeg = % g1 A go. Alors €3 a pour coordonnées dans la base

e%07
1 -1 1
1 1
— (1Al 0 )]=—F1-2
V6 1 1 V6 1
Donc €3 = (1,-2,1) et la famille 8’ = (g1, €2, £3) est une base orthonormale

7

directe de R3.

2. Soit p la projection orthogonale sur F.
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(a) e 1lére méthode utilisant une base orthonormale de F.
On sait d’aprés le cours (thm8 - ch3) que

1 1
Vo e R, p($)=<l‘|€1>€1+<$\€2>€2=§<$|91>91+§<$\92>92

e ly o (LIIV (1 1y (51 1
pler _391 292_ 373a3 2a 72 - 6737 6
1 111
Do Y s
ou p(eZ) 391 <37 33 3>
n) = bg e Ly (LY (L 1y (115
ples _391 292_ 373a3 27 a2 - 67376
5/61/3 —1/6\ | (5 2 -1
Ainsi A=Mats,(p) = | 1/38 1/3 1/3 | =2|2 2 2
~1/6 1/3  5/6 12 5

e 2éme méthode utilisant la droite vectorielle F- = Vect(e3).

On désigne par pp. la projection orthogonale sur F-.

On sait que R® = F @ F+ dou Vo € R?, z = p(z) + ppo(2).

Donc p =idgrs — pp1 puis en passant aux matrices dans la base

canonique %y, A= I3 — Matg,(pp+)

Or Vo € R3, ppi(z) = (2 |e3)e3 = é (x]g3)gs ongs=(1,-2,1).
1

pFi(el):g.%
1
Donc PFL(ez)Z—ggs
1
pFi(EB):EQS
1 1 -2 1 1 5 2 -1
AinsiA:Ifé -2 4 =2 =5 2 2 2
1 -2 1 -1 2 5

e 3éme méthode utilisant les formules de changement de base.
Posons A" = Matg (p). Puisque p(e1) =1, p(e2) = &2 et p(ez) = Ops,

A=

o O =
O = O
o O O

On sait que A’ = P"'AP o P désigne la matrice de passage de la base
canonique %, vers la base %’.

V3 —1/vV2 1/V6 L (V2 VB
P=|1/V3 0 2/V6|l=—42|V2 0 2
3 vz 1ve) YO\vz vs oo

Comme %, et %' sont des bases orthonormales de R3, la matrice P est
orthogonale : P € O3(R) et P! =* P.

Ainsi /=P 'AP— A = PA P!
= (PA)tP
. V2 —V3 0
= (\@ 0 o]¢tpP
6\va v3 o
L[5 2 -1
= |2 2 2
-1 2 5

Cette méthode n’est envisageable qui si l'on dispose d’un logiciel de calcul
matriciel.

(b) La distance du vecteur e; au sous-espace F est :

1 11 1 V6
d(er, F) = |ley — == -z =)==0,-21))="2
e ) =ller =l = (:-35 )| = -2 001 = %
3. Soit s la symétrie orthogonale par rapport a F'.
(a) D’aprés le cours (prop5 - ch4), s =2p —idgs.
(b) B =Matg,(s) =2Matg,(p) — Matg,(idgs) =2 A — Is.
5 2 -1 1 3 00 1 2 2 -1
Dou B==-|2 2 2 —503025 2 -1 2
-1 2 5 0 0 3 -1 2 2
(c) s(e1) =e1, s(e2) =2, et s(ez) = —e3.

Donc la matrice de s dans la base %’ est diagonale. On la note D :
D = Matg (s) = diag(1,1,—1). On désigne par P la matrice de passage
de la base canonique %, vers la base %’. D’aprés les formules de change-
ment de base, D = P! BP d’ot B= P DP~!. Or, comme %, et &' sont
des bases orthonormales de R?, la matrice P est orthogonale et P~1 =% P.
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Ainsi B= P D*'P avec

V6

10 0 ) V2 V3
D—(O 1 o) et P—(x@ 0
0 0

-1

k+2

4. Soit k € R. On considére la matrice M = ( 2
-1

2 2 -1
() M=|2 -1 2 |+kl;3=3B+kI,.
1 2 2

V2 V3

2
k—1
2

1
—2
1

-1
2
k+2

) |

(b) M = 3(PD'P)+k(PtP)
P(3D)*P+ P(kI;)*P
(P3D+ Pkl3) *P
PBD+kI;) P
PAtP

3+k 0 0
ot A=3D+kl3= 0 3+k 0

0 0 -3+k
(¢) e M est semblable & la matrice diagonale A = diag(3 + k,3 + k, k — 3).
Donc det(M) = det(A) = (3 + k)?(k — 3).
e M est inversible ssi det(M) #0 c.a.d. k# —3et k #3.

M e GL3(R) <= keR\{-3, 3}



