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Exercice 1

a ¢ c c o a c 0
1. Vrai. det(4)=|c a b L a b— q| Poineante (a=b)lc a -1
c b a b a-0 c b 1
a c 0 a c 0
Pecletbs (o _p)|2¢ a+b 0| =(a=b)[2¢c a+b 0|=(a—b)x1 ¢ ‘
% a+b
c b 1 c b
= (a —b) (a(a +b) — 2cc) = (a — b)(a® + ab — 2¢?)
010
2. Faux. La matrice T= [0 0 0] est triangulaire supérieure. Ses valeurs
0 0 2

propres sont donc les coefficients situés sur sa diagonale, a savoir 0 (de multiplic-
ité 2) et 2 (de multiplicité 1). Le sous-espace propre associé a la valeur propre
zéro est aussi le noyau de la matrice T : Ker(T') = {U € M3 1 (R) | TU = O3, }.
Or la matrice T est clairement de rang égal & 2 et d’aprés le théoréme du rang :
dim(Ker T) 4 rg(T) = dim(R?). Par conséquent dim(Ker T') =3 — 2 = 1.

La dimension du sous-espace propre associé & la valeur propre zéro, n’est pas égale
a Uordre de multiplicité de zéro en tant que racine du polyndme caractéristique
de T. Ainsi T n’est pas diagonalisable dans Mi3(R).

3. Faux. La matrice identité I est diagonale donc diagonalisable. Son polynéme

caractéristique est (1 — X)2. Il est scindé mais admet une seule racine qui est
double.

4. Vrai. On se place dans ’espace euclidien R™ muni du produit scalaire canonique.
Onpose ¥ = (1,1,1,...,1) et & = (V1, V2, V3,..., V/n).
Alors d’aprés 1’1negahte de Cauchy-Schwarz, (7 | W)| < | @] x |||

(W | W) = Z\F

avec H7H _ <7 | ﬁ> \/ﬁ
1B =vit2+3+ n= w

Donc Z\/ES \/ﬁ\/n(n;—l) :n\/n—;l
k=1

Exercice 2 Soit ¢ € R tel que 0 < ¢ < 1.

1. La fonction f étant paire, nous avons Vn € IN*, b, = 0.

sin (mrg+mn) sin (mg—mn)
2( 2q+2n + 2q—2n

2. Soit n € IN*. an =
0

Or Vz € R, sin(z + 7n) = sin(x — 7n) = (—1)" sinz. Donc en prenant z = 7q,

0, =2 (( 12)"sir;(7r(J) n (—12)"811;(7“1)) _ 2(—1)’;sin(7rq) ( Lo, )
s q+2n q—2n T q+n q—n
_ (=) : in(mq) ((q(q—f;;q(q_w;;l)> _ (—1)”7srln(7rq) <Q2 g_an)

—2¢q sin(mq)(—=1)"

Ainsi ap =
n T(n? — ¢2)

3. (a) La fonction f est 2m-périodique. Sa restriction au segment [—7, 7] est de
classe C!. Donc f est de classe C! par morceaux sur R.
De plus f est continue en 7 car lim f(¢t) = lim f(¢) = f(7) = cos(gm).
t—T t—mt
Par conséquent f est continue sur R et le corollaire du théoréme de Dirichlet
assure que f est développable en série de Fourier et que pour tout réel ¢,

f(t) S()()
+oo
ap + Z [an, cos(nt) + by, sin(nt)]

n=1

sin (wq) 2 ¢ sin(mq) =
= Z 5 cos(nt)

™q

(b) En remplagant ¢ par = dans ’égalité ci-dessus, on obtient :
. . +oo

sin (rq)  2q sin(mq) (=)™
f(m) = - >

2 2
7 T n
q n—1 q

cos(nm)

- sin (mg)  2q sin(mq) f 1

c’est-a-dire  cos(gm

Tq 7r —n?—q?
+oo ;
1 sin (7q) ™
et enfi ——— = — | cos -
o nz::l n? — g2 (C s(a) Tq 2 q sin(mq)

+oo 1

I 7] (R

n=1
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2(t) = t—1+- h— y(2+ h). Pour tout réel h €] — 1, 1],
Exercice 3 1 t avec t€]l, oo @4h) =1+h 4 1in 2
= — e@2+h) =1+h+——=1+h+—
y(®) — 240 1+ (h/2)
1. e Au voisinage de 1. lim+ z(t)=1—-1+4=4 et lim+ y(t) = +oo. .
t—1 t—1 3 . _ 9 3 3
Par conséquent la droite ‘dl d’équation x = 4‘ est asymptote verticale & la Or pour tout réel u voisin de 0, l+u L —u+tu” —u’ +o(u’).
courbe %. Donc par composition,
- . _ , _ h B R? h?
e Au voisinage de +ooc. tgglmz(t)——koo et tilglooy(t)_+oo. c(2+h) =1+h+2 1_2+4_8+0(h)> :3+?_Z+0(h3)

Donc la courbe ¥ présente une branche infinie en +oo.
x(t) ~ t et y(t) ~ t

(t—+00) (t—+o00)
‘ot @ ~ ¢ =1.
x(t) (t—+o0) t
Deplus V> 1, y(t) =1 xa(t) = —— +1— 2 —5 1
P Y o Tt—1 t (t—+oo0)

Par conséquent la droite ‘ dy d’équation y = x + 1| est asymptote oblique a

la courbe ¥.

2. On rappelle que le point M de paramétre ¢ est un point stationnaire de €
ssi a'(t) =0et y'(t) = 0.

Les fonctions rationnelles x et y sont dérivables sur |1, +oo[ et pour tout ¢ > 1,

4
1
"ty = 1-
y'(t) G—1
. . . . 4 1
Donc M (t) est un point stationnaire ssi 1= — et 1=
2 (t—1)2

cad t?=4 et (t—1)2=1 cad t=2.

Ainsi ‘le point S de paramétre 2, et de coordonnées (3, 3) ‘ est le seul point sta-

tionnaire de €.
3. On pose pour tout réel ¢ > 1, f(t) = (x(t), y(t)).

(a) On calcule les développements limités & l'ordre 3 au voisinage de 2 de cha-
cune des fonctions coordonnées x et y, ce qui revient & calculer les développe-
ments limités & 'ordre 3 au voisinage de 0 des fonctions h — z(2 + h) et

y(2+h)=2+h+1—h+h*=03+0o(h*) =3+ h* 13 +o(h?)
On en déduit qu’au voisinage de 2,

z(t) = 3+(t_22)2—(t_42)3
yt) = 34+ (t—2)%—(t—-2)>4o0((t—2)%)

Le développement limité & 'ordre 3 au voisinage de 2 de la fonction f est
donné par :

+o((t —2)%)

(t—27°,

(t_2)2—> 3 u2—|—(t—2)3 E(t)

f@t)=f(2)+ T

lim £(t) = (0,0).

t—2

+
— — 3
avec ui=(1,2) ,U2:<—2,_6) et
6

Ui est un vecteur tangent a € en S.

En reprenant les notations du cours
(ch6 II.4), nous avons ici p = 2 (pair)
et ¢ = 3 (impair). Le point S est
donc un point de rebroussement de 4
premiére espéce : la courbe passe de

part et d’autre de sa tangente en S. 5 1 5
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Exercice 4

1. (a) e 'B="("A4)=("4)"('A)="AA=B.
Donc B est une matrice symétrique de 9, (R).
e Soit X € M, 1(R).

(BX | X)="BX)X='X'BX='"XBX="'X("4A)X
— ("X '4)(AX) = " (AX) (AX) = (AX | AX) = [|AX]]
(b) Puisque B est une matrice symétrique a coefficients réels, d’aprés le théoréme

spectral, ses valeurs propres sont réelles. Soit A une valeur propre de B et X
un vecteur propre associé. Alors par définition, X # O, et BX = A X

D’apreés la question précédente,
JAX[* = (BX | X) = (AX | X) = A(X | X) = A X]|?
Or || X|*#0 car X # Op1.
_jAx)?
x|
2. On suppose que 3k € N\ {0, 1} ; A¥ = A,

Donc A

est un réel positif ou nul.

(a) .A:t(tA):t(Ak):(tA)k‘
e Deplus B='AA= A" A= A" On en déduit que

BF = (A = (4 =t = A (ta) = a4 =B

(b) X¥ — X est un polynéme annulateur de la matrice B. Donc les valeurs
propres de B, qui sont des réels positifs ou nuls, sont aussi des racines du
polynome X* — X = X(X*~! — 1) sachant que k > 2.

Or les racines réelles positives ou nulles de X (X*~! — 1) sont 0 et 1.

Par conséquent ‘les valeurs propres possibles pour B sont 0 et 1. ‘

(¢) B € M, (R) est une matrice symétrique réelle. Donc, d’aprés le théoréme
spectral, il existe une matrice orthogonale P € O, (RR) et une matrice
diagonale D € M,,(R) telles que B=PDP'=PD'P.

Posons D = diag(A1, Aa,... , An).
Alors les )\, sont les valeurs propres de B.
Par conséquent Vk € [1, n], Ay € {0, 1}. Dot Vk € [1, n], A\ =\

puis D* = diag (A, A3,... ,\2) = diag(A1, A2,...,Ay) =D

Enfin B*=(PDP Y =PD?*P'=PDP'=8B
(a) e Soit X € Ker(B). Alors BX = 0,, ;. Donc, d’aprés 1.(a),
JAX|* = (BX | X) = (01 | X) =0

D'ou [|[AX]| =0 puis AX = 0O,,:. Ainsi X € Ker(A4).

On vient de prouver que ‘ Ker(B) C Ker(A) ‘
e Réciproquement, soit X € Ker(A4). Alors AX = O, 1.

Donc BX = ("AA)X = "A(AX) = "A0,1 = 0,1

Ainsi X € Ker(B).
On vient de prouver que ‘ Ker(A) C Ker(B) ‘
Finalement Ker(B) = Ker(A).

(b) e Soit Y € Im(B). Alors 3X € M, 1(R); Y = BX.

Dott Y = BX = ("AA)X = AFAA=A(A*X) = AZ
en posant Z = A*X € M, ;(R). . Donc y € Im(A). Ainsi
Im(B) C Im(A).

e Im(B) et Im(A) sont deux sous-espaces vectoriels de 9, 1 (R) qui est
un R—espace vectoriel de dimension finie.
Pour montrer que Im(B) = Im(A), il suffit de prouver que Im(B) et
Im(A) ont la méme dimension.
D’aprés le théoréme du rang (dans sa version matricielle qui consiste &
«confondre» une application linéaire avec la matrice qui lui est canon-
iquement associée) :
dim(R") = dim(KerA) + dim(ImA)
et dim(R") = dim(KerB) + dim(ImB)
d’ou dim(ImA) = n — dim(KerA4) et dim(ImB) =n — dim(KerB)

Or on a vu en 3.(a) que Ker(B) = Ker(A).
Donc dim(ImA) = dim(ImB).
(c) Soit X € Im(A). Alors X € Im(B).
Par conséquent 37 € M, 1(R); X = BZ. D'ot BX = B*Z = BZ = X.

Ainsi, d’apres 1.(a), [|AX|? = (BX | X) = (X | X) = || X|°.
Comme ||AX] et || X]| sont des réels positifs, [|[AX| = ||X]|-



