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Belfart-Monibéliard

Matériel autorisé: uniquement une feuille aide-mémoire A4 recto
Les deux parties doivent étre rendues sur deux feuilles separées

|. Premiére partie (2 +5+ 3 points)
1°) Petit exercice d échauffement :

¥ n
ﬂ X2n+1

a) Calculer le rayon de convergence et lasomme de lasérie entiere: S(x) = ot 1
n=0

b) Une fonction f continue de période T = 2p égale a x2 sur ]-p,+p] a pour développement de

¥
Fourier : 1(x) = +48§ © ) .Cdlc 8 (- D" 4 5=3 r-;
n=1 n=1
2°) Soit lafonction f, de période 2p définiepar f(x) = x s xI[0.p]
PR P Yo s x1[p,2p[’

a) Représenter graphiquement cette fonction.
b) Calculer les coefficients de Fourier def, et écrire la somme de Fourier.

c) Endéduirelecacul de:

_eom puis les sommes S, = aw,s a etS3 a

d) Pour ni N, caculer les valeurs de {(- 1)" - ]hco%7k puis (- )™ s Fnzpk En déduire aussi la

( 1) n+l

g p
somme S, = a ;plzl

+ 5 En déduire les dével oppements en série de Fourier des

€) Montrer que " x1]- p,+p[ f(x)= ‘

fonctions p et i périodiques de période 2p telles que: " xT ]- p,+p] p(x) = ‘g‘ et i(x)= g (Ne pas

refaire tous les calculs).

3°) Soit lafonction f définiepar " (x,y)T R? f(x,y)=xy(2x+y- 6).
a) Calculer lesdérivées partiellesd ordre 1 et 2 def.

8 2
b) Soit la matrice M :FZ 2‘2. Calculer son polyndme caractéristique et montrer que ses deux

valeurs propres sont positives (il N’ est pas indispensable de les calculer effectivement).
c) En déduire I'existence d'un minimum ou d’un maximum de f sur le quart de plan ouvert {x >0,

y>0} .

Rappel : rendre la deuxiéme partie sur une nouvelle copie




Il. Seconde partie (4 +6 + 3 points )

1°) Développement en serie entiére de Arcsin x et approximation dep :
a) Soit la fonction g définie sur ]-1, +1] par: g(xX) = (1+x)@ pour al R. Calculer ses dérivées
successives g(N(x) et en déduire g(M(0) pour ni N.
b) En déduire le développement en série entiere de lafonction g.

c) A I'aide des opérations usuelles (dérivation, intégration, changement de variable, ...) en déduire le
dével oppement en série entiére de f(x) = Arcsin x.

¥ ¥
d) Soitlasérieentire S(x)= § ux?i=g -2
o0 = (2n+1)2°" (n!)
en +¥ , lerayon de convergence de la série entiere. S est-elle convergenteen 1 ?
1‘, p
L

x*™* . Déterminer un équivaent de uy,

€) Montrer que et S()= % . En déduire I’ écriture de p sous forme de somme de série.

f)  Que cacul %%k = % ou §(1) = % serait le plus efficace pour calculer une approximation de p ?

Ne pas passer beaucoup de temps sur cette question f), donner simplement une justification en une ligne.

2°)  Soit I'équation différentille (E) xy"+2y'+xy=0 et lesintervalesl;=]0, +¥[etl,=]-¥ ,0[.

a) Déterminer une fonction développable en série entiére au voisinage de 0 solution de I’ équation (E).
En calculer une forme explicite.

b) Montrer quelafonction g:x® g(x):@ est solution de (E) sur lesintervalles| et 1.
X

c) En déduirela solution générale se (E) sur chacun des intervalles |, et |5, puis la solution f vérifiant
limf=1et limf'=0.

x® 0 x® 0

3°) Soit laforme différentielle w définie sur R3 par : w=P(X, y, z) dx + Q(x, Yy, ) dy + R(X, y, Z) dz avec
P=4xy+y’- 6yz> Q=2x*+2xy- 6xz° & R=-12xyz+2z.
a) Calculerleﬁexprons:E- E, IR Eet bl E
1z Iy ™x 1z fy Tx

b) Endéduirel’ existence et le calcul d’unefonction F: R3® R3tellequedF=w et F(0, 0, +1) = 0.

Quelques résultats pouvant étre utilisés dansles calculs :

- . : 1 - . S )
Formule de Stirling : n! » n"e "y2pn, bArCSII’]X '= . W =ax? 1’ Arcgnﬁ_k =F
g ne ¥ p g /1_ XZ C h 2 6

aujourd hui = mardi 16 janvier 2007 1€=%$1287 Arcsin0=0

N’ oubliez pas de faire quel ques étirements apreés cette (dure) épreuve !

La valeur de performance d une idée tient a la modification de comportement qu’elle apporte a
I’individu ou au groupe qui I’ adopte.

Jacques MONOD (1910 - 1976)
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