15 janvier 2015, durée 2 heures UTBM

Final MT26, Automne 2014

La précision et la clarté de la rédaction seront prises en compte dans I’évaluation de la copie.
Le baréme, donné a titre indicatif, est susceptible de modification.
Aucun document n’est autorisé pour ’épreuve. Les calculatrices sont interdites.
Les deux parties sont a rédiger sur des copies différentes.

Exercice 1 : Séries entiéres ( 10 points )

Les trois questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entiéres suivantes :

n n n

@ 3 G 0 3 € Y

2. On définit la fonction f sur R par :

flz) = /Ow cos(t?) dt

a. Calculer le développement en série entiére en zéro de la fonction ¢ — cos(t?).

b. En déduire le développement en série entiére en zéro de la fonction f.

3. On pose, pour tout nombre réel x,

g(x) = ZO (233”),

a. Déterminer le développement en série entiére de la fonction cosh.

b. On suppose que z > 0. En remarquant que x = (\/5)2 , exprimer g(z) a 'aide de la
fonction cosh.

c. On suppose que x < 0. En remarquant que =z = — (\/—m)Q, exprimer g(x) a laide
de la fonction cos.

On rappelle que les fonctions exponentielle et cosinus sont développables en série entiére sur
R et que pour tout nombre réel x,

+oo  p +oo n T —x
T z _ (_1) 2n ., _ e’ +e
e’ = ng_o ol cosT = ng_o @n)] " et coshz = 5
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Veuillez rédiger ces deux exercices sur une nouvelle copie.

Exercice 2 : Séries de Fourier‘ (4 points )

Dans cet exercice, a désigne un réel appartenant a Uintervalle ]0,7[. On note f la fonction
2m-périodique définie sur R a valeurs réelles, telle que :

f(t)=1 pourté€ [—a,q],
f(t) =0 pourt €]a,n], oupour t € —m, —af.

1. Calculer le développement en série de Fourier de la fonction f.

2. Enoncer le théoréme de Parseval (avec ses hypothéses), et calculer la valeur de la somme

X sin?(na)
>

n=1

Exercice 3 : Séries de fonctions‘ ( 6 points )
x
vn(z+n)
1. Montrer que la série de fonctions de terme général f,, est simplement convergente sur RT.
On note f sa somme.

Pour z > 0, et n > 1, on pose f,(z) =

2. Montrer que pour tout réel M strictement positif, la série de fonctions de terme général f,
est normalement convergente sur [0, M]. Est-elle normalement convergente sur R ?

3. Montrer que f est continue sur R*, et qu’elle est dérivable et croissante sur [0, +o0.

4. Soient n > 1, et xg = n. Montrer que

3

‘ -

f(xo) 2

ol

Il

i
[\
=

En déduire que lim f(z) = +o0.
xr——+00

5. Montrer que lim M

r—+o00 I

=0.
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1.

a. Pour tout nombre réel r positif, on sait que r* = o((2n)!).

(n—+o00)

n

Donc lim, 400 (Tn)' =0 et la suite ((QT—?:),) N est bornée pour tout réel r > 0.

Ainsi le rayon de convergence de la série entiére Z Ty ©st Ry =400|

. Soit r un réel strictement positif.

Vn e N*, nﬂl = % (%)n = %e” (%) avec n In (%) (n:)w) —00

Donc limy,— 400 n:% =0 et la suite (%)nem est bornée pour tout réel r > 0.

. . s LN n
Ainsi le rayon de convergence de la série entiére ;) —Z3r est | Ry = 400 |.

. On pose Y(n,z) € N x C, u,(z) = & 22"

n!

Alors ¥(n,z) € N* x €7, |22 = (T,i)lnﬂ 2212 x B |22
= R e = (14 3)" [of = e () pof?

Or on sait que In(1+x) ~ a d’ot par composée, In(1+ 1) ~

n

(z—0 (n—+o00
donc n In (1 + l) — 1 puis lim,40€” n(1+3) — ¢
n (n—+00)
et enfin Yzt |52
un(2) (n—+00)

D’aprés la régle de d’Alembert,
~ Si|z[?e>1cadsilz| > ﬁ, alors la série Y |u,(2)| diverge.

— Si|z]fPe<1cadsi|z| < ﬁ, alors la série > |up(2)| converge.

. . s LN n
Ainsi le rayon de convergence de la série entiére Y- %y 2% est | R3 =

b
v

2. Vz €R, f(z)= [, cos(t?)dt

a. La fonction u : t > cos(t?) est continue sur R. Donc la fonction f est I'unique

primitive de w sur R, qui s’annule en 0. Ainsi f est de classe C' sur R et Va €

R, | f(z) = u(z) = cos(z?) ‘
. On sait que, pour tout réel x, cosx = ;FO% ((5711;'" :UQ”
Yoy _ ytoe (D™ 4
Dou VteR, u(t) =3, ", @t (t ) = Z 2n), = gan,
> (2 T t4" est une série entiére de variable réelle ¢ et de de rayon de convergence

R = +00. On peut donc l'intégrer terme a terme :
x oo (-1 w4 too (—1)P gAntl
Vo eR, [y ut)dt =325 Gor Jo 7 dt = 32020 Gor e

+oo
o (=" an+1
cest-a-dire Yz e R, | f(z) = E T
“ (4n +1) (2n)!

3. Vo €R, g(z) = 3% G

On a vu a la question 1.(a), que la série ) (g—;), était convergente pour tout réel z. La
fonction g est bien définie sur R.
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a. Soit x € R, z fixé. Par définition, cosh(x) =

s (e +e®).

Or " =332 47 et e = I“& S = S
Donc e® e % =3 % ( + & ) x" ;:8 —(212))! 2P
Puis cosh(z) = (e® +e7%) = ;03 (212)), z?P.
Finalement
cosh(z) =
— (2n)!
b. On suppose que z > 0.
2 0o \ﬁz " oo (VZ an
g(x) =g (\/E ) = z:o ((;n)? = : 0 ((an))! = | cosh(v/z)
c. On suppose que = < 0.
2 oo (— oo (D)™ (v=3°)"
g(fﬂ):g(—\/—ﬂc ): "2 0((2% P %
+oo (=1)" (V 400 (—1) —\2n
= Zn:O (gn)’ ) Zn 0 ((Qn)' ( _‘T)
Ainsi  Va €] — o0, 0], | g(z) = cos (V—x)
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