Examen final MT2A-MT2B-MT2D — Corrigé Le 23/06/2026

Corrigé de 'examen final de MT2A-MT2B-MT2D

Printemps 2026

’Exercice 1 : algébre linéaire} ( 10 points )

1. (a) La matrice A est diagonale avec des coefficients diagonaux non nuls, donc elle est
inversible et son inverse est la matrice diagonale suivante :

At=fo 1o =YY
0o 0 27! 005
(b) Calculons B* :
00 1 001 1 00
B2=[0 1 0 01 0l=101°0]|=I
100 1 00 00 1

Donc B B = I3 ce qui montre que B est inversible et que .

(c) Calculons A+ B :

1 01
A+B=1[0 2 0
1 0 2
x a
Posons X = |y ]| et Y =1|0

z

On résout ’équation matricielle d’inconnue X suivante : (A+ B)X =Y

r+z = a r = a—=z

A+ B)X =Y <— = “— —
(A+ B) 2y b LY b/2
\134-22 = c z = c—a

r = 2a+0b+(—1)c
1

= y = Oa+§b+0c

z = (—=1)a+0b+ 1c

\

2 0 -1
— X=|10 1/2 0 |Y
-1 0 1
Donc A 4+ B est inversible et
2 0 -1
(A+B) =110 1/2 0
-1 0 1

UTBM Page 1/8



Examen final MT2A-MT2B-MT2D — Corrigé Le 23/06/2026

(d) Soient A, u, v des réels tels que AA™' + uB™' +v(A+ B)™' = 0.
1 00 00 1 2 (1) -1
Alors A0 1 ? +u |0 1T 0)+v]| O 5 0 | =0,
00 = 1 00 10
2
A2 0 —
Y y BV 000
= 0 5 +v 000
Donc, par identification coefficient par coefficient, on obtient le systéme d’égalités
suivantes :
A+2v = 0
u—v = 0 A= 2w =—2v A= —2v
Rt TS Tt L S
A A= ——v —2v=—=v v=>0
5 +v = 0 2 2

Donc A=p=v=0

Ainsi |la famille (A™", B™", (A+ B)™") est libre|.

En particulier | (A + B) ™! n’est pas combinaison linéaire de A™' et B~'|.

2. (a) Nous avons : tr(f,)=14+1+14---4+1=mn.

n fois

D’ou o(l,)=tr(l,) I, —I,=nl,—1I,=|(n—1)I,

(b) Soient M et N deux matrices appartenant a 9, (R) et A € R :
On remarque d’abord que ¢(M) appartient a 9%, (R). De plus

oAM + N) = tr(AM + N)I, — (AM + N)

()\tr(M) - tr(N))In — AM — N par linéarité de application trace
A(tr(M)L, — M) + (tx(N)I, — N)

= Ap(M) +p(N)

Donc ¢ est un endomorphisme de 9, (R).

(c) Calculons :
tr(p(M)) = tr(tr(M) I, — M) = tr(M)tr(I,) — tr(M)

Or tr(I,) = n, donc :

tr(p(M)) = (n = Dtx(M) |
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(d) Si M € Ker(y) alors ¢(M) = O,, par définition du noyau d’une application linéaire.
Donc  tr(p(M)) = tr(0,) =0

D’ou, d’aprés la question précédente, (n — 1)tr(M) = tr(e(M)) = 0.
Comme n > 2,onan—1% 0 donc :

tr(M) =0

(e) Par définition du noyau :
M € Ker(p) <= o(M) =0,, <= tr(M)I,, — M =0 <= M = tr(M)I,

Or, si M € Ker(p) alors tr(M) = 0.
Donc, si M € Ker(p) alors M =0 - I,, = O,,. Ainsi Ker(p) C {O,}.
De plus, l'inclusion réciproque {O,,} C Ker(yp) est toujours vraie. Finalement

Ker(p) = {On}

Par conséquent ¢ est injective. Comme les espaces de départ et d’arrivée de ¢ sont
identiques et de méme dimension finie, ¢ est bijective (conséquence de la formule
du rang).

3. On suppose n = 2.

(a) Calculons les images par ¢ des vecteurs de la base canonique 4 :
0 0
QO(El) = 1[2 — E1 = (0 1) = E4
QO(EQ) = OIQ - E2 = —E2

SO(E:S) =0I, — kB3 = —E5

10
QO(E4) = 1]2 — E4 = (0 0) = E1

Donc :
00 0 1
0 -1 0 0
S=Matsle) =14 o 1 o
1 0 0 0

(b) On trouve immédiatement |S* = I,

Donc S est inversible et S™! = .
Donc  Matg(p™!) = (Matg(p)) " =571 =8 = Mat(p).
Or on sait que l'application f +— Matg(f) est bijective de .Z(9M2(R)) vers M4 (R).

En particulier, elle est injective. Ainsi | ™! = ¢
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(¢) Posons M — (Z Z) € My(R).

Alors (M) = te(M)L — M = (agd a$d> - (i Z) B (—dc _ab)

On en déduit que

oo = (2 ) (5 ) = (5" wlae) =@ 5 )

Ainsi | Myp(M) = det(M) I,

1 1
(M) ) =1, ou
dern) # 0 2 % Qet (M)
une matrice carrée de méme taille que M.
Donc M est inversible et

(d) Supposons det(M) #0. Alors M( (M) est

B 1
~ det(M)

Mt p(M)

(e) Soient A et B deux matrices inversibles telles que det(A + B) # 0.
On applique le résultat précédent :

1

det(A + B)w(
1

det(A + B) (
1 1

oA+ 5 "W qearp P

(A+B)! = A+ B)

©(A) + ¢(B)) par linéarité de ¢

Or Ap(A) =det(A) - I = p(A) = A7 (det(A) - I) = det(A) A

De méme, o(B) = det(B) B™".

Donc

det(4) det(B) g

A4y t= A o, D)
A+B)" = Gaa+p? T dewar B
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|

Exercice 2 : analyse |

On rappelle que
7—{y) R | 1+ay>0} et
La fonction f est de classe C? sur 'ouvert 2.

1. Représentation de Z.
Pour (z,y) € R?,

( 10 points )

V(r,y) € 2, f(z,y)=z+mn(l+zy).

(x,y) €V <= 14+2y>0 < zy > —1.

1
Si z = 0, quel que soit y réel, zy > —1. Si x # 0, la courbe d’équation y = —— (c’est-a-
x

dire zy = —1) est la frontiére de Z. Le domaine Z est la région située strictement entre
les deuz branches de I'hyperbole (celle qui contient l'origine et les deux axes) :

N
R Y N NN

(a) Gradient.
Pour tout (x,y) € Z, on a

af Y af x
Sl —14+-7 Y -
_ Yy x

Donc |V f(z,y) = 1+1—|—xy T2y

(b) Point critique.

Un point (x,y) € 2 est un point critique de f si et seulement si V f(z,y) = (0,0),

c’est-a-dire si et seulement si

of
of
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D’apreés la question précédente,

of Yy
—(z,y) =0 1+ =0 1 Yy —0
S e Y
_ — :0 e
Yy
1+—=0 _
— 10 <:>{ =1
r=0 =

= (z,9) = (0,-1)

Le couple a = (0, —1) vérifie 1 +0 x (—=1) =1 > 0, donc a € Z.

Donc | f admet un unique point critique sur & : a = (2, y0) = (0, —1)|.

(c) Matrice hessienne et nature de a. On calcule les dérivées partielles secondes
pour tout (z,y) € 2 :

az_f(x ) = v
o2 Y = (1+ zy)?’

an 12

o T T

>’f (It+ay) —y-z 1
- (2,y) = = 7
Ox Oy (14 2y) (1+ zy)

Ena=(0,—-1),onal+zy=1,dou

P Ll
Hy(a) = Ox? dxdy (-1 1
T\l M) ALY
Jyox 0y?
Introduisons les notations de Monge en a :
_f _ *f 0*f
r= @(a), s = E)xay(a) et a—yQ(a).

Onaalorsr=—1, s=1, t =0 et donc :

rt—s*=(-1)x0-1>=-1<0.

Ainsi, |le point critique a = (0, —1) est un point col (ou point selle) |

(a) Caractérisation de . pour z # 0.

Soit x # 0. On raisonne par double implication.
e Sens direct.
Si(x,y) € £, alors 1 +zy > 0et o +1In(l+2zy) =0, donc In(1 + zy) = —z, puis
14+xzy=e" Ainsi zy = e ¥ — 1 et, comme z # 0,
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e Sens réciproque.
Siy = g(z) avec x # 0, alors xy = e~
(x,y) appartient & Z, et

T

—1,donc 1 +2y =€ * > 0: le point

flz,y) =z +In(e™) =z —2=0,

donc (z,y) € Z.
Donc pour z #0: (z,y) € L <= y = g(x).

Ainsi :
x#0 x#0
&%w€£7 ¢${y=ﬂ@

Tracé de la ligne de niveau .Z.

Il ne faut pas oublier le cas = 0 : pour tout réel y il est clair que (0,y) € 2 et
f(0,y) =0+ 1In(1) =0, donc (0,y) € Z. Notons

A ={(0,y), y € R}

I’axe des ordonnées; il est donc tout entier contenu dans .. Finalement

&L= U {(z,9(z)), z#0}.

La ligne de niveau . est tracée en bleu : elle est constituée de la courbe y = g(x) et de
la droite o/ d’équation x = 0.

Développement limité de g a ’ordre 2 en 0.
On a, au voisinage de 0,

2 x?)

e =1—-2+"= " +2%(x) avec lime(z)=0,
2 6 z—0
N
donc e —1=—x+ 76 + 2%¢(z), et en divisant par z :
-z _ ] 2
g(:c):e . :—1+§—%+x2€(1‘).
(On retrouve bien g(0) = —1, ce qui confirme la continuité de g en 0.)

UTBM Page 7/8



Examen final MT2A-MT2B-MT2D — Corrigé Le 23/06/2026

4. On pose G(z) = / g(t)dt, avec g continue sur R.
0

(a)

Dérivabilité de G.

D’aprés le théoreme fondamental de I'analyse, la fonction g étant continue sur R, G
est I'unique primitive de g sur R qui s’annule en 0. Par conséquent, GG est dérivable
sur R et

VeeR, G'(x)=g(x)|

Donc, puisque G’ = g et que g est continue sur R, la fonction G’ est continue sur R.
Ainsi, |G est de classe C' sur ]R‘.

Une autre expression de G(z) pour z > 0.

Soit « > 0. Par définition, G(x) = / g(t)dt. D’apres la relation de Chasles,
0

G(z) = /0 g(t)dt + /jg(t) dt = G(1) + /jg(t) dt.

-t _ 1 —t 1
Pour ¢ compris entre 1 et 2 (donc ¢ > 0, ¢t # 0), on a g(t) = ¢ = ¢

/ t)dt = /—dt—/ dt /—dt— [Int]] /eT_tdt—ln(:c).

Donc |G(x) = G(1) + /m eTt dt —In(x) |

D’aprés la question (b),

/136 eTt dt = G(z) — G(1) + In(x),

et donc, en échangeant les bornes,

/x ert:—/jertz—ln(x)JrG(l)—G(x). (%)

Il reste & développer G a l’ordre 3 en 0. En intégrant terme a terme le développement
limité de g a 'ordre 2 obtenu en 3.(c), on obtient :

12?2 12° T x 3

puisque G(0) = 0, avec lirr(1) go(x) = 0. On reporte dans (*) :
T—

3

/—dt —ln()—l—G()—l—x———i-l—S—i-w go(x) avec 31021(1)52(3:):0.

C’est bien 'égalité demandée.
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