Final MT2E, Printemps 2024

La précision et la clarté de la rédaction seront prises en compte dans I’évaluation de la copie.
Les documents, calculatrices, téléphones portables, et les montres connectées sont interdits.

Algébre

( 11 points )

‘Exercice 1 : Applications linéaires‘

On considére les matrices 0y = 8 8 I = (1) ? et A= (1) —01)

On note F' ={M € M,(R), AM = M A} un sous-ensemble de Ms(R).

Partie A : étude de A et F

1. Calculer A2, et en déduire que A est inversible. Donner l'inverse de A.
2. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de Ms(R).

3. a. Résoudre I'équation AM = M A d’inconnue M = (25) € My(R).
b. Montrer que (I, A) est une base de F.

4. Soient M et N deux matrices quelconques de F.

a. Montrer que le produit M x N est dans F.
b. Montrer que M et N commutent (M N = NM).

5. Soit M une matrice non nulle de F. Montrer que M est inversible, et que M~ € F.

Partie B : un automorphisme de M;(R)

On considére Papplication ¢: My(R) — My(R) définie par o(M) = AMA.
On note (E4, By, E3, Ey) la base canonique de Ms(R) :

10 01 0 0 00
a-(on) m-(o) m=(0) 2-()

6. Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ms(R).
7. Calculer ¢ o ¢, en déduire que ¢ est bijectif, et donner ¢!,

8. a. Calculer p(Ey), -, p(FE)), et donner la matrice de ¢ dans la base canonique.

b. Donner une base de E; = ker(p — Id), et de E_; = ker(yp + 1d).




Analyse

’Exercice 2 : Intégrales ( 7 points )

Pour tout entier naturel n, on pose

Loy
Uy = / dx
2
0 4—=x

a b
1. a. Déterminer deux réels a et b tels que : Vo € [0, 1], g Rl w—— +3 T

b. En déduire la valeur de uqg.

(M)

. Calculer ;.
3. Pour tout entier naturel n, calculer 4u,, — u, o explicitement en fonction de n.

4. a. A laide d’une intégration par parties, montrer que

1 2 b gnt?
VneN, u, = . d
N T n+1/0 4222 "

1 xn+2

b. Mountrer par encadrement que lim ——dz = 0.
p 1 n—+oo [ (4—1}2)2

c. En déduire un équivalent simple de wu,,.

|Exercice 3 : Fonctions de deux variables | ( 4 points )
R* — R

) xnyyz si (z,y) # (0,0),
(r,y) — {0 si (v,y) = (0,0).

Soit f:

1. Etudier la continuité de f sur R2.
2. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 sur R*\{(0,0)}.

3. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 en (0,0).

[INg

. f est-elle de classe C! sur R? ?




