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Exercice 1

1. Calculer la dérivée de la fonction

2. Calculer la dérivée d’ordre n de la fonction
g(x) =x cosz

Exercice 2
On considére le systéme linéaire (S) et la matrice A définis par :

ar+y+z = 1
() z4+ay+z = 1 et A=
r+y+az = 1

—_ = Q

1
a 1 avec a €R
1

1. On suppose a = 1.

(a) La matrice A est-elle inversible ?

(b) Le sysyéme (S) admet-il une solution ?
2. On suppose a = 0.

(a) La matrice A est-elle inversible ?

(b) Le sysyéme (S) admet-il une solution ?

3. Discuter et résoudre (S) suivant les valeurs du réel a.

Exercice 3
Soit V' le champ de vecteurs défini en coordonnées cartésiennes par :

23 e® —zy sinx

Viz, y, 2) = f(z,2) avec { f
322 " +ycosw+ L+ 2z y
La fonction f est supposée «réguliérey.

1. Calculer le rotationnel de V.

2. On cherche & déterminer les applications f pour que V soit un champ de gradients, i.e. VAV = 0.

(a) Quelles conditions doivent alors vérifier %(z, z) et %(z, z)?
(b) Montrer qu'’il existe f1(z) telle que
flx,2z) = zcosx + f1(2) (2)
(c) Montrer qu’il existe une constante ¢; telle que
fiz)=lnz4+22+¢ (3)

(d) Déduire des questions précédentes 'expression de f et vérifier que dans ce cas précis, VAV = 0.
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3. Nous considérons maintenant la fonction f obtenue & la question précédente (avec ¢; = 0), i.e. telle que
VAV =0.

(a) Que peut-on en déduire ?

(b) Montrer que si ¢ est un champ scalaire vérifiant

0
a_i(za Y, Z) = Vl (ZL', Y, Z)v

alors, il existe ¢1(y, z) tel que
¢(2,y,2) = 2° " + 2y cosz + d1(y, 2) (4)
(c) Montrer que, si
%(,T z) = Va(z,y, 2)
ay » Y = Vo 2, Y, %),

alors, il existe ¢2(z) tel que
H1(y,2) =y Inz+ 2% y + do(2). (5)

(d) Montrer que, si

9¢
a(za Y, Z) = ‘/3(1'5 Y, Z)v
alors, il existe une constante cs telle que

$2(z) = ca. (6)

(e) Deéduire des questions précédentes 1'expression de ¢(z,y, z).
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Bl

Correction 1 1. f(x) = ¢ +i
I

8 [

Correction 2

1. On suppose a = 1.

(a) La matrice A est donnée par :

1 11
A=(1 1 1
1 11

La matrice A n’est pas inversible car Ly = L.

(b) Le sysyéme (S) n’a pas de solution unique. Deux cas sont envisageables :
— Pas de solutions,
— Une infinité de solution.

2. On suppose a = 0.

(a) La matrice A est donnée par :

0
A= |1
1

_ o
O = =

La matrice A est inversible car detA =2 # 0.
(b) Le sysyéme (S) admet une solution unique.

3. On résout le systéme en utilisant la méthode du pivot de Gauss.

ax+y+z = 1 ax+y+z = 1
S){ z4+ay+z =1 & (@>—1y+(a—1)z = a-1
r+y+az = 1 l-ay+(a—1)z = 0
ax+y+z = 1
= (a—1)(a+Dy+(a—1)z = a-1

(1—a)(y - 2) 0

Si a = 1, on constate que le systéme a une infinité de solutions. En effet, nous avons :

r+y+z = 1
(S) 0 =0
0 =0

On suppose maintenant que a # 1. Le systéme peut alors s’écrire aprés simplification :

ar+y+z = 1 ar+y+z = 1
(S) (a+Dy+2z = 1 & (a+Dy+2z = 1
y—z = 0 (a+2)y = 1

On est amené A distinguer deux cas :
— a = —2, le systéme n’a pas de solution.
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— a # —2, le systéme a une solution unique donnée par :

x aTZ
y = aTQ
z = a—_’_2

En résumé, nous avons :

- a =1, (5) a une infinité de solution.
- a= -2, (S) n’a pas de solution.

— Sinon, (S) a une solution unique.

Correction 3
Soit V' le champ de vecteurs défini en coordonnées cartésiennes par :

23 e? —zy sinz
Vz, y, 2) = flz,2) avec { (x 2)
32% e" +ycosz + L + 2zy

1. Caculde VAV.

P ay2) - D20, 2))
6y 3 ) az ) ) L af
cosz+;+2,zf$(z,z)
VAV(z,y,z)= %(z,yvz) _ %(Ly,@ = [ 322 e® —y sinz — (322 €% — ysinz)
%(x Z)_%(x B} 5 (&%) T2 sinz
az ,y’ ay ’y,
On a donc :
cosx—i—%—l—Qz—%(x,z)
VAV (z,y,z) = 0
%(m,z)—i—z sin x

2. On cherche & déterminer les applications f pour que V soit un champ de gradients, i.e. VAV = 0.

(a) Si VAV =0, nous avons forcement :

?(z,z) = cosz+1+42z
z
g(m z) = zsinx
dz B B
(b) On a:
of :
a—(x,z) = —zsinz = f(z,2) = zcosz + fi(2)
x
(c) On sait que :
of 1
&(x,z)—cosx—i—;—i—zz

et que
f(z,z) =zcosz + f1(z)

On en déduit :
1
cosr+—+2z = cosz+ fi(z)
2
1
fiz) = S t2z

On a donc :

‘fl(z) zlnz—l—zQ—i—cl‘
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(d) Finalement, f est donnée par :

f(z,2) = zcosx +1Inz+ 2% 4+ ¢;

3. On suppose f(z,2) = zcosz + Inz + 22

(a) Ona VAV =0. Il existe donc un champ scalaire tel que :

Vo=V
(b) On commence par V; :
Vl(zayvz) = %(xvyaz)
a¢ _ 3 x :
%(z,y,z) = 22" —zy sinx

En intégrant par rapport & x, on obtient :

Pz, y,2) =2 "+ 2y cosz + ¢1(y, 2)

(c) On a :
0¢ 2
a—(:c,y,z) =Va(z,y,2) = zcosx +Inz+ 2
Y
Mais d’aprés la question précedente, nous avons aussi :
0 0
a—j(x,y,z) = zcosx + ai;(y,z)
On en déduit :
k! oL

zcoszx + a—y(y,z) =zcosw +Inz+ 2% = a—y(y,z) =Inz+2?

Soit en intégrant par rapport a y :

G1(y, 2) = yInz +yz> + ¢o(2)

(d) On a:
0
a_(b(x,y,Z) = Va(2,9,2) = 322 " + ycosw + L + 2z y
z z
Mais d’aprés la question précedente, nous avons aussi :
0
a—¢(x,y,z) =322+ ycosz + L 22y + ¢h(2) = 322 €* + ycosx + Y19, Yy
z z z
On en déduit :
¢5(2) =0
Soit en intégrant par rapport a y :
$2(2) = c2

(e) On a finalement I'expression du potentiel ¢ :

o(z,y,2) = et +zy cosx+ylnz+yz?+co
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