
Automne 2005Vendredi 25 novembre 2005Médian de l'UV MT31Durée : 2 heures.Une feuille A4 re
to seul de notes autorisée.Cal
ulatri
e autorisée.Exer
i
e 11. Cal
uler la dérivée de la fon
tion
f(x) =

e
1

x + 1

e
1

x − 12. Cal
uler la dérivée d'ordre n de la fon
tion
g(x) = x cosxExer
i
e 2On 
onsidère le système linéaire (S) et la matri
e A dé�nis par :

(S)







ax + y + z = 1
x + ay + z = 1
x + y + az = 1

et A =





a 1 1
1 a 1
1 1 a



 ave
 a ∈ R1. On suppose a = 1.(a) La matri
e A est-elle inversible ?(b) Le sysyème (S) admet-il une solution ?2. On suppose a = 0.(a) La matri
e A est-elle inversible ?(b) Le sysyème (S) admet-il une solution ?3. Dis
uter et résoudre (S) suivant les valeurs du réel a.Exer
i
e 3Soit V le 
hamp de ve
teurs dé�ni en 
oordonnées 
artésiennes par :
V (x, y, z) =







z3 ex − z y sin x

f(x, z)

3z2 ex + y cosx + y

z
+ 2z y






ave
 {

f : R
2 → R

(x, z) → f(x, z)
(1)La fon
tion f est supposée �régulière�.1. Cal
uler le rotationnel de V .2. On 
her
he à déterminer les appli
ations f pour que V soit un 
hamp de gradients, i.e. ∇ ∧ V = 0.(a) Quelles 
onditions doivent alors véri�er ∂f

∂x
(x, z) et ∂f

∂z
(x, z) ?(b) Montrer qu'il existe f1(z) telle que

f(x, z) = z cosx + f1(z) (2)(
) Montrer qu'il existe une 
onstante c1 telle que
f1(z) = ln z + z2 + c1 (3)(d) Déduire des questions pré
édentes l'expression de f et véri�er que dans 
e 
as pré
is, ∇ ∧ V = 0.Dominique Chamoret 1



3. Nous 
onsidérons maintenant la fon
tion f obtenue à la question pré
édente (ave
 c1 = 0), i.e. telle que
∇ ∧ V = 0.(a) Que peut-on en déduire ?(b) Montrer que si φ est un 
hamp s
alaire véri�ant

∂φ

∂x
(x, y, z) = V1(x, y, z),alors, il existe φ1(y, z) tel que

φ(x, y, z) = z3 ex + z y cosx + φ1(y, z) (4)(
) Montrer que, si
∂φ

∂y
(x, y, z) = V2(x, y, z),alors, il existe φ2(z) tel que

φ1(y, z) = y ln z + z2 y + φ2(z). (5)(d) Montrer que, si
∂φ

∂z
(x, y, z) = V3(x, y, z),alors, il existe une 
onstante c2 telle que

φ2(z) = c2. (6)(e) Déduire des questions pré
édentes l'expression de φ(x, y, z).

Dominique Chamoret 2



Automne 2005Vendredi 25 novembre 2005Corre
tion du médian de l'UV MT31Durée : 2 heures.Une feuille A4 re
to seul de notes autorisée.Cal
ulatri
e autorisée.Corre
tion 1 1. f(x) = e
1

x +1

e
1

x −1Corre
tion 21. On suppose a = 1.(a) La matri
e A est donnée par :
A =





1 1 1
1 1 1
1 1 1



La matri
e A n'est pas inversible 
ar L1 = L2.(b) Le sysyème (S) n'a pas de solution unique. Deux 
as sont envisageables :� Pas de solutions,� Une in�nité de solution.2. On suppose a = 0.(a) La matri
e A est donnée par :
A =





0 1 1
1 0 1
1 1 0



La matri
e A est inversible 
ar detA = 2 6= 0.(b) Le sysyème (S) admet une solution unique.3. On résout le système en utilisant la méthode du pivot de Gauss.
(S)







ax + y + z = 1
x + ay + z = 1
x + y + az = 1

⇔







ax + y + z = 1
(a2 − 1)y + (a − 1)z = a − 1
(1 − a)y + (a − 1)z = 0

⇔







ax + y + z = 1
(a − 1)(a + 1)y + (a − 1)z = a − 1

(1 − a)(y − z) = 0Si a = 1, on 
onstate que le système a une in�nité de solutions. En e�et, nous avons :
(S)







x + y + z = 1
0 = 0
0 = 0On suppose maintenant que a 6= 1. Le système peut alors s'é
rire après simpli�
ation :

(S)







ax + y + z = 1
(a + 1)y + z = 1

y − z = 0
⇔







ax + y + z = 1
(a + 1)y + z = 1

(a + 2)y = 1On est amené à distinguer deux 
as :� a = −2, le système n'a pas de solution.Dominique Chamoret 1



� a 6= −2, le système a une solution unique donnée par :






x = 1

a+2

y = 1

a+2

z = 1

a+2En résumé, nous avons :� a = 1, (S) a une in�nité de solution.� a = −2, (S) n'a pas de solution.� Sinon, (S) a une solution unique.Corre
tion 3Soit V le 
hamp de ve
teurs dé�ni en 
oordonnées 
artésiennes par :
V (x, y, z) =







z3 ex − z y sin x

f(x, z)

3z2 ex + y cosx + y

z
+ 2zy






ave
 {

f : R
2 → R

(x, z) → f(x, z)
(1)1. Ca
ul de ∇ ∧ V .

∇ ∧ V (x, y, z) =























∂V3

∂y
(x, y, z) −

∂V2

∂z
(x, y, z))

∂V1

∂z
(x, y, z) −

∂V3

∂x
(x, y, z)

∂V2

∂x
(x, y, z) −

∂V1

∂y
(x, y, z)























=













cosx + 1

z
+ 2z −

∂f

∂z
(x, z)

3z2 ex − y sin x − (3z2 ex − y sin x)

∂f

∂x
(x, z) + z sin x











On a don
 :
∇ ∧ V (x, y, z) =













cosx + 1

z
+ 2z −

∂f

∂z
(x, z)

0
∂f

∂x
(x, z) + z sin x











2. On 
her
he à déterminer les appli
ations f pour que V soit un 
hamp de gradients, i.e. ∇ ∧ V = 0.(a) Si ∇ ∧ V = 0, nous avons for
ement :
∂f

∂z
(x, z) = cosx + 1

z
+ 2z

∂f

∂x
(x, z) = −z sinx(b) On a :

∂f

∂x
(x, z) = −z sin x ⇒ f(x, z) = z cosx + f1(z)(
) On sait que :

∂f

∂z
(x, z) = cosx +

1

z
+ 2zet que

f(x, z) = z cosx + f1(z)On en déduit :
cosx +

1

z
+ 2z = cosx + f ′

1(z)

f ′

1(z) =
1

z
+ 2zOn a don
 :

f1(z) = ln z + z2 + c1Dominique Chamoret 2



(d) Finalement, f est donnée par :
f(x, z) = z cosx + ln z + z2 + c13. On suppose f(x, z) = z cosx + ln z + z2.(a) On a ∇ ∧ V = 0. Il existe don
 un 
hamp s
alaire tel que :

∇φ = V(b) On 
ommen
e par V1 :
V1(x, y, z) =

∂φ

∂x
(x, y, z)

∂φ

∂x
(x, y, z) = z3 ex − z y sinxEn intégrant par rapport à x, on obtient :

φ(x, y, z) = z3 ex + z y cosx + φ1(y, z)(
) On a :
∂φ

∂y
(x, y, z) = V2(x, y, z) = z cosx + ln z + z2Mais d'après la question pré
edente, nous avons aussi :

∂φ

∂y
(x, y, z) = z cosx +

∂φ1

∂y
(y, z)On en déduit :

z cosx +
∂φ1

∂y
(y, z) = z cosx + ln z + z2 ⇒

∂φ1

∂y
(y, z) = ln z + z2Soit en intégrant par rapport à y :

φ1(y, z) = y ln z + yz2 + φ2(z)(d) On a :
∂φ

∂z
(x, y, z) = V3(x, y, z) = 3z2 ex + y cosx +

y

z
+ 2z yMais d'après la question pré
edente, nous avons aussi :

∂φ

∂z
(x, y, z) = 3z2 + y cosx +

y

z
+ 2zy + φ′

2(z) = 3z2 ex + y cosx +
y

z
+ 2z yOn en déduit :

φ′

2(z) = 0Soit en intégrant par rapport à y :
φ2(z) = c2(e) On a �nalement l'expression du potentiel φ :

φ(x, y, z) = z3 ex + z y cosx + y ln z + yz2 + c2
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