
le 24 Juin 2024

UTBM MT3B

Examen printemps 2024

Calculatrices interdites. Le seul document autorisé est une feuille A4

recto-verso rédigée à la main

Il sera tenu compte dans la correction de la présentation et de la rédaction correcte des

démonstrations.

Exercice 1 - 4 points

1) Soit E = R3[X] le R-espace vectoriel des polynôme à une indéterminée et à coe�-
cients réels de degré inférieur ou égal à 3.

Les sous-ensemble suivants de E sont-ils des sous-espaces vectoriels de E ? Si oui,

donner leur dimension.

a) F1 = {P (X) ∈ E,P”(X) = 0}.

b) F2 = {P (X) ∈ E,P”(X) = X}.

c) F3 = {P (X) ∈ E, 2.P (X)−X.P ′(X) = 0}.

d) F4 = {2.P (X)−X.P ′(X), P (X) ∈ E}.
Justi�er soigneusement.

Exercice 2 - 4 points

1. Grâce à des opérations sur les lignes et colonnes, calculer le déterminant des ma-
trices ci-dessous (pas de gros calculs !) :

A =


a −1 0 −1
−1 a −1 0
0 −1 a −1
−1 0 −1 a

 et B =


0 m m m2 −m
1 m− 1 2m− 1 m2 −m
0 m m 0
1 m 3m− 1 0

 .

2. Étudier, suivant la valeur du paramètre a ∈ R ou m ∈ R, l'inversibilité des matrices
ci-dessus.
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Exercice 3 - 9 points

Soit C = {c1 = (1, 0, 0), c2 = (1, 0, 0), c3 = (0, 0, 1)} la base canonique de R3.
Soit l'application linéaire donnée dans C par

f : R3 −→ R3

(x, y, z) 7→ (x+ y, 2y,−2x+ 2y + 3z)

1. Déterminer la matrice de f dans la base C :

A = Mf,C.

2. Déterminer la polynôme caractéristique de f et ses valeurs propres.

3. Déterminer une base, B, de R3 composée de vecteurs propres de f .

4. Déterminer la matrice de f dans B :

D = Mf,B,

ainsi que la matrice de passage de la base canonique à la base B :

P = PC,B.

5. Déterminer l'inverse de P , P−1. Que représente cette matrice ?

6. Véri�er que A = P.D.P−1.

7. Calculer D2, D3 et trouver une expression de Dn pour n ∈ N∗ en fonction de n
(justi�er).

8. En déduire une expression en fonction de n de An.
(on commencera par exprimer An en fonction de P , D et n, puis on remplacera)

9. Déterminer f 5(1, 2, 3) où f 5 = f ◦ f ◦ f ◦ f ◦ f .

Exercice 4 - 3 points

Montrer que l'application ci-dessous dé�nit un produit scalaire sur E = R[X] :

⟨P (X), Q(X)⟩ =
∫ 1

0

P (t)Q(t)dt.
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