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Exercice 1
4 —6 2 4 — 6y +2z = —2x
A= (6 -8 2] cM(R) UecE_y(A) — AU = —2U — {6r—8y+2: =-2
6 =60 6z — 6y = -2z
r=z
1. (a) On calcule le polynéme caractéristique de A : = 6 —6y+2:=0 = dy=y
z=-3x+ 3y
1 0
4—-X —6 2 < U=z 0 | +y|!
XA(X): 6 —-8—-—X 2 C1+—CL+Cy+0Cs -3 3
6 —6 -X
-X —6 2 1 0
=|-X -8-X 2 22 : 22 : él En posant Uy = | 0 | et Us = | 1|, on voit que E_5(A) = Vect(Uy, Usz)
-X -6 X S -3 3
_X _6 9 est de dimension 2.
=0 —-X-2 0 dét. d’une matrice triangulaire 2. La somme des dimensions des sous-espaces propres de A est égale a 'ordre de A.
0 0 —X -2 On en déduit que A est diagonalisable.
=-X(-X-2)(-X-2) 1 0 1
= -X(X +2)? En posant D = diag(—2,—2,0)et P=|[ 0 1 1|, nousavons A=PDP!
3 1

Donc A admet deux valeurs propres réelles : zéro de multiplicité 1 et —2 de
multiplicité 2.

4 -6 2\ (1 4-6+2 0
b) AUy =[6 -8 2| [1]=[6-8+2]=]0
6 —6 0/ \1 6-6-+0 0

On en déduit que U; est un vecteur propre de A associé a la valeur propre
0. Comme 0 est de multiplicité 1, le sous-espace propre associé a 0, qui est
aussi le noyau de A, est de dimension 1 :

Ey(A) = Ker(A) = Vect(Un)

x
(¢c) Onpose U= [y | € M31(R)
z

-3
3. Pour toute matrice M appartenant a M3(RR), on pose N = PIMP.

(a) On utilise 'associativité du produit matriciel.
M cC(A) <= AM = MA < (PDP ' )M =M(PDP™")
& PDP'M=MPDP ' P Y (PDP*M)=P '(MPDP™)
s P 'P(DP'M)=P 'MP)DP!' <= DP'M=NDP!
— —

I3 N
& (DP'MP=(NDP Y)P < DP 'MP)=(ND)(PP
N—— N——"
N I3

< DN=ND < N e(C(D)

-2 0 0 a b c —2a —-2b —-2c
(by e DN=[0 -2 0 d e f|l=|-2d —2e¢ -2f
0 0 0 g h k 0 0 0
a b c -2 0 0 —2a —-2b 0
e ND=|[|d e f 0 -2 0|l=1|-2d —2e¢ 0
g h k 0 0 0 —2g9 —2h O
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—2a —2b —2c —2a -2b 0
eNe(C(D)& DN=ND < |—-2d —2e¢ —-2f|=[-2d -2 0
0 0 0 —29 —-2h O
—2c = 0
-2f =0 .
— “9g = 0 = c=f=g=h=0
—2h = 0
a b 0
< N=|d e 0] &< N=aE1+bEi2+dEs;1+eErs+kEs33
0 0 k

<= N e Vect(E11, Ev2, B2, Esn, E33)

o La famille (Ey 1, E12, E21, Ea2, Es3) engendre C(D). En tant que sous-
famille de la base canonique de M3(R), cette famille est également libre.

Ainsi ’ (Er1, B12, Ean, Eas, E33) est une base de C(D) ‘

(c) Considérons lapplication f : C(A) — C(D)
M +~— P'MP

e Cette application f est a valeurs dans C(D) d’aprés la question 3.(a)

e [ est lindaire car pour toutes matrices M et M’ appartenant a C(A) et
pour tout nombre réel A,

FOM+M)=P'AM+M)P =P '(AMP+ M'P)
=AP'MP+P M P=\(M)+ f(M)

e f est injective, en effet : si M € Kerf alors P"'M P = 04
dot M P=P0O3 =03 donc M =03P ! =04

e f est surjective, en effet : soit N € C(D). Posons M = PN P~ 1.
Alors N =P 'M P et M € C(A) car N € C(D).
On a donc trouvé M € C(A) telle que N = f(M).

Par conséquent f est un isomorphisme de C(A) sur C(D)
et f~! est un isomorphisme de C(D) sur C(A).
En particulier la famille

(fTUEL), (B, fH (B, f (Ba), £ (Ess))
est une base de C(A).
Finalement | dim (C(A4)) = 5|
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Exercice 2

1. Pourtoutne€ N,ona: upy1 = (1—|—2n+1

—_——
>1

) U, = u,. Ceci prouve la croissance

de la suite (uy,).

2. (a) Pour tout n € IN, on a, en utilisant I'inégalité admise :

1 1
0<1n<1+2n)§2n.

1 1
La série Z on converge (série géométrique de raison — €] — 1,1[), donc

d’aprés le critére de comparaison des séries & termes positifs, la série
1
Zln (1 + 2n> converge.

1 1
Remarque : on peut aussi utiliser ’équivalent In <1 + )

M ) ntoo 20
= 1
(b) Pour tout n € IN, posons S,, = Z In (1 + Qk) D’aprés la question précé-
k=0

dente, la suite (S,,) converge, en tant que suite des sommes partielles d'une
série convergente. Or, pour tout n € IN, u, = . Par continuité de la
fonction exponentielle, on en déduit que la suite (u,,) est convergente.

3. (a) Pour tout n € IN,
¢ = 1 - 1
In o —ln(é)—ln(un)zzm 1+2—k —Zln 1+2—k
" k=0 k=0
400 1
E: h1<1+-2k).

k=n+1

(b) En utilisant I'inégalité admise, on obtient, pour tout n € IN :

¢ = 1 R | 1 1 1
1n<u”>: > ln<1+2k>< > T S T

k=n+1 k=n+1

(c) Soit n € IN. L’inégalité prouvée a la question précédente permet d’écrire, en
utilisant la croissance de la fonction exponentielle :

14
— </,
Un

Les deux membres de cette inégalité étant strictement positifs, un passage

a l'inverse donne : u
n —-1/2"
o> et/

soit, en multipliant les deux membres par £ > 0, on obtient :

Uy, = le=1/2"

La suite (u,) étant croissante et convergente de limite ¢, on a, pour tout
n € N, u, </, soit £ —u, > 0.
De plus, 'inégalité démontrée a la question 3. (¢) donne, pour tout n € IN,

(=, <O—Le7 V2 =1 —e 1/,

L’encadrement demandé en découle.

Remarquons d’abord que

n g

e l/2 ~ =

(1—e ) oo o

1,1[). D’apres

le critére d’équivalence pour les séries & termes positifs, on en déduit que la
série Z 0(1 — e~ Y/2") converge.

L’encadrement prouvé a la question 4. (a) entraine, avec le critére de com-

. ¢ . . o1
La série Z 5, converge (série géométrique de raison — €] —

paraison pour les séries & termes positifs, que la série g (¢ — uy,) est con-
vergente.
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Exercice 3

1. (a) Soit n € IN. La fonction t + t"e™"

tn+2

est continue et positive sur [0, 4+o0].

De plus, t* x t"e™ ! =

— 0 par croissances comparées. D’apreés le
et t—+oo
critére de Riemann, l'intégrale I, est convergente.

(b) Montrons par récurrence que pour tout n € N, I,, = n!.
A

+oo
Initialisation : I :/ t%~tdt = lim e tdt = lim [—e*t]g1
0 A—+oco 0 A——+oco

= lim (1—e ) =1=0!.
A—+oco

La propriété est donc vraie pour n = 0.
Hérédité : On suppose que pour un certain n € IN, I,, = n!.
Soit A > 0. Effectuons une intégration par parties dans l'intégrale
A
t"te~tdt. Posons u : t — t"T et v/(t) = e, Alors u/(t) = (n + 1)t"

0
et v(t) = —e~ ! (par exemple).

Les fonctions u et v étant de classe C' sur [0, A], on a :
A A A
/ t"Hle~tdt = [—t”"’le_t]o +(n+ 1)/ e tdt
0 0

A
= —A"tle 4 4 (n+ 1)/ t"e tdt.
0

En faisant tendre A vers +o0o dans cette égalité et en utilisant I’hypothése de
récurrence, on obtient I,+1 = (n+1)I,, = (n+ 1)n! = (n+1)!. La propriété
est donc héréditaire.

Conclusion : Pour tout n € N, I,, = nl.

2. Soit (P,Q, R) € (R[X])® et A € R.
+o0o

0(Q,P) =

e Symeétrie :
o(P,Q).

e Bilinéarité :

+oo
©(AP +Q,R) = /0 (AP + Q)(t)R(t)e~tdt

+oo
QU)P(t)e—tdt — /0 PH)Q(t)e—"dt —

0

= / o AP()R(t)e " + Q(t)R(t)e "dt
0

+0o0 +oo
=) P(t)R(t)e tdt +
0 0

= Mp(P, R) + ¢(Q, R).

Q(t)R(t)etdt

 est donc linéaire & gauche. Par symétrie, ¢ est aussi linéaire & droite, donc
bilinéaire.
+oo
e Positivité : ¢(P,P) = / P?(t)e~tdt > 0, par positivité de la fonction
0
t = P%(t)e™" sur [0, +ool.
e Caractére défini

+oo
P%(t)e'dt = 0. La fonction ¢ +— P?(t)e™" est continue et positive

supposons que @(P,P) = 0, cest-a-dire

0
sur Uintervalle [0, +o0o[. D’aprés le théoréme de stricte positivité, on en dé-
duit que, pour tout t > 0, P?(t)e”" = 0, donc P?(t) = 0, soit P(t) = 0. Le
polynéme P a donc une infinité de racines, ainsi P = Og|x-

¢ est donc un produit scalaire sur R[X].

3. (a) B est une famille libre (car orthonormée) a 3 éléments dans Ro[X], qui est
de dimension 3. B est donc une base orthonormée de Ra[X].

(b) B étant une base orthonormée de F' = Ry[X], d’aprés le théoréme de la
projection orthogonale :

2

pr(X?) =) (L, X*)L,
1=0

1
= (1, X3) + (1 - X,X3L + 590()(2 —4X +2,X3) L,

1
=13+ (Ig — I4)L1 + 5(.[5 — 414+ 2[3).[/2 =6—18L1 + 181>
=9X? — 18X +6.

4. (H) est une équation différentielle linéaire homogéne du second ordre. Rappelons
que Iensemble des solutions de (H) sur I =]0, +o0o[ est un R—espace vectoriel de
dimension 2. Les fonctions Ly et g sont deux solutions de (H) qui sont linéaire-
ment indépendantes (en effet, si elles sont liées, si I'une s’annule en un point
donné, autre également, contradiction avec le fait que Li(1) =0 et g(1) = —e).
Ainsi, 'ensemble des solutions de (H) est I’ensemble des fonctions de la forme

y it AL(t) + pg(t), (A p) € R



