Utbm mt42 Examen médian Automne 2005

Nb : Les exercices 1 et 2 seront rédigés sur des feuilles séparées.
Par ailleurs, on pourra admettre tout résultat intermédiaire afin de
poursuivre la résolution d’un exercice.

Exercice 1 Logique

1.1 Premiére partie

Etant données les formules D1, Do, -+, by, du calcul des propositions, prouver

que ¢y, ¢g, -+, b, E 1 siet seulement si E ¢y — (¢ — -+ — (¢, —
1)...). Nous rappelons que le symbole F représente la conséquence logique
et que F ¢ signifie que la formule ¢ est valide.

Indications :
e La preuve de :

si Foy—(dg— = (P = 1)) alors 1,0y, 0, F 9

se fait facilement en supposant qu'une certaine valuation rend vraies
toutes les formules ¢4, ¢, - -+, ¢,, et en voyant ce qu’on peut dire de 1)
compte tenu du fait qu’on suppose F @1 — (¢g — -+ — (b, — ¥)...).

e La preuve de :

St Q1 Qg 0, F b alors E gy — (¢ — = (0, — 1))

se fait facilement par contradiction : on commence par supposer
qu'une certaine valuation rend fausse la formule ¢; — (¢ — -+ —
(¢,, — 1)...) et on explique pourquoi cela contredit la supposition

que ¢1a¢2a"' 7¢n F w

1.2 Deuxiéme partie

La consistance et la complétude du calcul des séquants permet de dire :
¢1a¢27"' 7¢n':90 si et seulement si ¢1a¢27"' 7¢n|790

En particulier, F ¢ si et seulement si - .

e Se servir de ce fait et de la propriété établie en premiére partie pour
simplifier 'obtention d’une preuve de :

F(p—q) = ((r—=1) = (pAT) = (gA1)))

par la déduction naturelle.



e Fournir cette preuve.

Exercice 2 Induction
On considére la partie A de N définie par :

A={zeN" / 3J(a,bc) N z=23"5°}.
2.1 FEtude d’un schéma d’induction

On définit 'ensemble M par le schéma (S) suivant :

e Base: 1€ M.

e Régles :
— (R2): VmeN [(meM)= (2me M)
- (R3): YmeN [(meM)= (3me M)
— (Rs) : VmeN [(meM)= (bme M)].
a) Fournir un arbre de dérivation de m; = 18 et de ms = 60.

b) Montrer que M C A. Que dire du schéma (S)?
¢) Montrer que A C M. Que dire du schéma (S)?
2.2 Définition de fonctions par induction
Sur M , donc A, on définit les trois fonctions vs, vz, vs par :

e 1y (1)=0; w3(l)=0; ws(1)=0.

e Sim est élément de M alors

v2(2m) = wva(m)+1; v3(2m) =wv3(m); v5(2m)=vs(m);
va(3m) = wa(m); w3(Bm)=wvs(m)+1; wv5(3m)=wv5(m);
vy (bm) = wa(m); w3 (dbm)=wvs(m); wvs(5m)=wvs(m)+ 1.

a) Utiliser la question 2.1 a) pour fournir, pour tout 7 de {2,3,5} et tout j de
{1,2}, les valeurs de v; (m;). Que représentent les fonctions v;?

b) On définit sur M la relation binaire interne | par :
[m|m'] & Vi€ {2,3,5} v (m)<wv;(m')].

e Montrer que la relation | est réflexive, antisymétrique et transitive.

e Comment se traduit dans le langage mathématique ordinaire, m | m/
?

e Quelles sont les primitives nécessaires pour exprimer m | m’ 7 A-t-on
besoin de connaitre le quotient 7 Commenter briévement.

c) Comment définir sur M? le plus simplement possible, en utilisant les outils
précédents, les fonctions pged et ppem 7 Quelles sont les seules primitives
nécessaires 7



2.3 FEtudes des arbres de dérivation relatifs au schéma (S)
On note D 'ensemble des arbres de dérivation relatifs au schéma (S).

a) Sur D, on définit la relation binaire interne ~ suivante: on dit que deux ar-
bres de dérivation Dq et Do sont liés par ~ si et seulement si ils conduisent
au méme entier m.

Donner un exemple d’arbres de dérivation D; et D tels que Dy ~ Ds.

b) Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur ensemble des arbres de
dérivation.

¢) On choisit un entier m de M.

e Déterminer un élément de la classe d’équivalence C,, des arbres de
dérivation qui conduisent & m.

e Déterminer en fonction de la décomposition en facteurs premiers de
m, le cardinal de C,,; on le notera |Cp,| .

d) On pose N = 24385¢,

e Combien existe-t-il de m dans M vérifiant m | N ?

e Fournir un exemple d’utilisation des résultats de c) et d) pour un
ingénieur informaticien.



