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Exercice 1

Affirmation | Réponse
1. F
2. F
3. \Y%
4. F
5. A%
6. \Y%
7. \Y%
8. \Y%
9. F
10. F

1 .
) a pour déterminant -1.

1. Contre-exemple : la matrice A = (1 0

Donc A est inversible.
2. L’égalité est vraie & condition que AB = BA.
4. det(3M) = 27xdet(M).

9. Pour que la solution soit unique, il faut en plus une seconde condition initiale du
type ¢/ (to) = c.

10. Les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions

=AV1+1¢2

t— )\ef ez 4t _ ez In(1+t%)

Ces fonctions sont paires.

Exercice 2

Partie A

(E) : y"—4y +4y=4—15 cost

1. Equation caractéristique associée a (E) :

P —dr+4=0 = (r—20* =0 <= r=2

2. La solution générale de ’équation sans second membre associée a (E) est la fonc-
tion

t— (At + B)e** ou A et B désignent des constantes réelles

3. (a)
y(t) = asint+bcost
y'(t) = —bsint+acost
y"(t) = —asint —bcost

Donc  y"(t) — 49/ (t) + 4y(t) = (—a + 4b + 4a) sint + (—b — 4a + 4b) cos t
3a+4b=0 doi { b= —3a/4

On veut que { 3h— da — —5 25a/4 =5

4 3
D =- t b=——
onc a 5 e 5

. . 4 . 3 . P
Ainsi la fonction ¢ +— 5 sint — 5 cost est une solution particuliére de
y' —4y +4y = —5 cost.

(b) Une solution particuliére de (E) est la fonction
t— 1+ 1 t 3 t
—sint — = cos
5 5
4. Les solutions de (F) sont les fonctions :

4 3
t— (At + B)e® +1+ E sint — E cost avec A et B constantes réelles

Partie B
Lo (a) , lim z(t) =400 et lim y(t)= o0
y(t) tt4+1
b) V=2, Tor =
(b) (t) -2
4
D’ou /= lim ﬂ: lim t =1
t—+oo T (t) t—4oo t4
1 2
DeplusVte I, y(t) —lx(t) = t72+¥

Donc  lim [y(t) — 4z (t)] =0T

t—r 400
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(c) La courbe ¥ admet pour asymptote oblique la droite 2 d’équation y = x.
La position de € par rapport & 2 est donnée par le signe de la différence

1 2
y(t) —xz(t) = 7] + ks 0 pour tout réel ¢ > 0
Donc € est au dessus de 2.
lim y(t) =400

lim z(t) = —o0 et
t—07+

t—s0t
t)  tt+1 tt41
(t) t+—2t t(t3—2)
)

(b) Vtelo,1], z

On en déduit que le support € présente au voisinage de 0T une branche
parabolique de direction ’axe des ordonnées (Oy).

3. (a) Les fonctions x et y sont dérivables sur I et pour tout réel t € I,

2
() = 2t+t—2

2 2t —-1) 2(2-1)(#2+1)
A= = 3
Y(t)=0 <= t?—1=0 <= t=1

y(t) =
(b) Dans l'intervalle I,
Signes de '(t) et de y'(¢) :

Vi>0, 2'(t) >0 et Vix>1,9(t)>0

t 0 1 +00
a'(t) | + 4 4+
I +00
[ S
z(t) | |l -1
[ /
| —o0
| +oo 400
y() || pY /
[ 2
y () || - 0 +

4. Tracé de ¢ :

C

Exercice 3

0 0
1 -2
0 4

-2 0 0 -2 0 0 4
1. A% = 2 1 2 2 1 2 = -2
0 0 -2 0 0 -2 0

On peut chercher a et § réels tels que A? = aA + BI3 en résolvant un systéme a

deux inconnues ou voir directement que ’ A= —A+2I4 ‘

2. On déduit de la question précédente que 2I3 = A% + A = AA + Al
1 1 1 1

Donc A est inversible et

) 1 -1/2 0 0
A*1:§A+§I3: 11 1
0 0 —1/2

3. (a) A’ =13 =0A+ 113
Al =A=1A+05
A? = — A+ 213

donc ag =0 et bg = 1.
donc a3 =1 et by =0.
donc as = —1 et by = 2.
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(b) Soit n € N. Alors A" = a, A+ b,I3 et

AMTE = A" A = (an A+ by I3) A = a, A2+ b, A
= a,(—A+2I)+b,A
= (bp —an) A+ 2a,1;5

Par unicité de Iécriture de A" comme combinaison linéarie de A et de I3,
on obtient

’ Gn+1 = by —ay et b1 =2an,

(¢) Soit n € N*. En substituant n — 1 & n dans b, 11 = 2a,, on a b, = 2a,_1.
Donc Ap+1 = bp — an =2a,_1 — ap.

(d) a3:2a1—a2:2—(—1):3 et a4:2a2—a3:—2—3:—5.

(e) eVn €N, unt1 = any1 +bny1 =bp — an + 2a, = ay, + by, = Up-

La suite w est donc constante égale & ug = ag + bg = 1.

e [ b =1

e Vn € N, wyy1 = buy1 — 2ap41 = 2a, — 2(by, — a,) = 4a, — 2b, =
=2(by, — 2ap,) = —2wy,.

La suite w est donc géométrique de raison ¢ = —2 et de premier terme
wo =bg—2ap =1doaVneN, w,=woq" =(-2)".

Vn e,

by — 20, = (=2)"]

(1-(=2)")

W =

Finalement, pour tout entier n, 3a, =1—(-2)" dou a, =

1
et donc b, = 2a,,_1 = 3 2+ (-2)")



