21 novembre 2007, durée 2 heures UTBM

Médian PM18, Automne 2007

La précision et la clarté de la rédaction seront prises en compte dans I’évaluation de la copie.
Le baréme, donné a titre indicatif, est susceptible de modification. Une feuille de notes A4
recto-verso est autorisée pour I’épreuve. Les calculatrices sont interdites.

‘Exercice 1 Borne supérieure dans Q‘ ( 7 points )

Le but de cet exercice est de montrer que Q ne posséde pas la propriété de la borne supérieure.
Soient A = {x e Q2% < 2} et B = {a: ceQt,z? > 2}. Supposons que o = supgA existe
dans Q (« € Q).

2
1. Soit g = —.
a

2
. Soit * € B. Montrer que — € A.
x
. En déduire que § est un minorant de B.
. Montrer que 3 est la borne inférieure de B dans Q.

a
b
c
2. a. Montrer que o < 2 (on pourra raisonner de maniére formelle avec des € > 0).
b. Peut-on avoir o = 2? (on supposera admis que v2 ¢ Q).
c

. Montrer de méme que 3% > 2.
atp

2 )
a. Peut-on avoir 42 =27

3. Soit v =

b. Supposons que 72 < 2, montrer qu’alors v < « et obtenir une contradiction.
c. Peut-on avoir 4% > 27

‘Exercice 2 Comnstruction du pentagone régulier ( 8 points )

Soit (Ag, A1, Aa, Az, Ay) un pentagone régulier. On note O son centre et on choisit un repére
—_—

orthonormeé (O, W, V) avec @ = OAy, qui nous permet d’identifier le plan avec I’ensemble des
nombres complexes C. On note wy, w1, ws,ws,w, 'affixe des points Ag, A1, Az, Az, A4.

i A
R
As,\
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2

I

1. a. Montrer que w; = e,
b. Montrer que wy, = w;* pour k € {0,1,2,3,4}.
c. Montrer que 1+ w; + w? + w? +wf = 0.
2. a. En prenant la partie réelle de ’égalité précédente, montrer que
2w 4
14 2cos — +2cos — = 0.
5 5
b. En utilisant la formule cos(2z) = 2cos?z — 1, montrer que cos(%”) est l'une des
solutions de l’équation 422 + 2z — 1 = 0.
c. Résoudre cette équation, et expliquer pourquoi cos(%) = *1%\/5.

3. On considére le point B d’affixe —1.
a. Calculer |wi +1].
b. En déduire que BA; = 2cos(2F).
4. On considére le point I d’affixe %, le cercle C de centre I de rayon %, et enfin le point J
intersection de C avec le segment [BI].
a. Calculer la longueur BI.
b. Calculer la longueur BJ.
c. En déduire que BJ = BA,.

5. [Hors baréme]| Dessiner un pentagone régulier a la régle et au compas. Expliquer.

( 5 points )

’Exercice 3 Calcul matriciel

Soient a, b, c et m des nombres réels. On considére le systéme d’équations linéaires

r — Yy + 2z = a
(S)s me + (I-m)y + 2(m—1)z = b
2r + my — (Bm+1)z =
1. On suppose m = —1. Montrer que (S) admet des solutions si et seulement si ¢ = 3a + b.
2. On suppose m = —1 et ¢ = 3a + b. Trouver une solution du systéme (S) et montrer que ce

systéme admet une infinité de solutions.

3. On suppose m # —1. Montrer que le systéme (S) admet une solution unique que ’on
calculera.

4. Pour quelles valeurs de m la matrice

1 -1 2
m 1l—m 2m—2
2 m —3m—1

est-elle inversible 7 Dans ce cas, donner son inverse.
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Exercice 1

2 4 2
.SoithB:z2>2é—2<1:>—2<2:>f€/1.
X X X

Exercice 2

1.

a.

1_
cltw e+l ol =

2 2

2
. Soitz € B, on sait que — € A= — < a=x>— =0, donc (3 est bien un minorant.
T T a

2 2
. Soite >0, etb=F+e. Alors,b> [ = - < — = a. Comme « est la borne supérieure

b p

2 2
de A, cela veut dire qu’il existe x € A tel que 5 <z <a,edonchb>— >0 ou
T

— € B, donc (8 est bien la borne inférieure de B.
T

. D’apres la caractérisation de la borne supérieure, Ve > 0,3x € A, o — e <z < a En

prenant le carré de cette inéquation, on obtient que Ve > 0, (v — ) < z? <2, et done
en prenant la limite lorsque € — 0, on montre que o < 2.

2=2= a=1/2, ce qui contredit le fait que o € Q et V2 € Q.
On montre de méme que 3% > 2, puis que 5% > 2 car V2 & Q.

o+ .
Comme o, €Q, v= 5 b € Q, et on ne peut donc pas avoir que ¥> = 2.
. o a+ ﬁ .
. Siy* < 2, alors par définition v € A et donc v < a = T a= 0 < a, ce qui

contredit le fait que o < 2 et B > 2.

. On montre de méme que v % 2, ce qui fournit une contradiction (y a une valeur,

qui doit étre ou égale & 2, ou inférieure, ou supérieure). Ainsi Uhypothése faite dans
I’énoncé est fausse, et A ne posséde pas de borne supérieure dans Q.

Le pomt Ay est Uimage de Ay dans la rotation de centre O et d’angle 2. Donc
w =e %5 Cette rotation est la transformation z — e 5.

On montre que wy, = WF pour k € [0..4] en itérant limage de Ay par la rotation.
5

—0 car W = 1.

1—
. En prenant la partie réelle, on obtient 1+ cos <& 2“ + cos =& 5 T+ cos 8T + cos 85” =0. Or
par symétrie, cos 65“ = cos 25”, et cos <& 8” = cos = 4” . Ainsi 1+ 2cos <& 2“ + 2cos 45” =0.

. COS 40 2c0s2 2% — 1, et en reportant cette egahte dans lequatzon precedente on

obtient : 1 + 2005 T+ 2(2 cos? 2 — 1) = 0, et donc 4cos® 2 + 2cos & — 1 =0.

LA=22 4 4x4x 1 =20 =22 x 5, et on obtient deuz solutzons

—2-2/5 _ -1-V5 _—1+V5

21 = 3 = 1 et 29 = n
-1 5
De ces deuz solutions, on prend celle qui est positive : cos %” = %[
R e e e e G | e R e B C R b
o2, —14++/5
|2cos —| = .
5 2
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b. BAy = |wy — (=1)| = [wi + 1| = 2cos 2= d’aprés la question précédente.

4. a. Par le théoréeme de Pythagore dans le triangle OIB, on a BI = VOB? +1B? =
5 Vb
1

—1+5
5

5. Méthode de construction du pentagone régulier : on trace un cercle de centre O,
puis deux diameétres perpendiculaires que Uon appelle (OA) et (OB). On prend I le milieu
de [OA], on trace le cercle de centre I et de rayon [IO]. Le segment [BI] coupe ce cercle
en J. On prend ’écart BJ, el on le reporte sur le cercle a partir de B pour obtenir deuz
points Ay et As. On a ainsi déterminé un coté (le segment [A2A3]) du pentagone régulier,
ce qui suffit pour le construire entiérement.

c. D’apres les questions 2.c. et 3.b., on en déduit que BJ = BAy =

Remarque. La question de savoir si un polygéne régulier & n cotés est constructible a la régle
et au compas a été un grand sujet d’étude en mathématiques. On sait que ce polygdne est
constructible si et seulement si n = 2% x Fy x Fy x - - - x F},, ot les F; = 22’ +1 sont des nombres
premiers de Fermat distincts (Fy = 3, [y = 5, Fy» = 17, F3 = 257, F, = 65237 sont les seuls
nombres premiers de Fermat connus & ce jour; on conjecture que ce sont les seuls dans ce cas).

Exercice 3

1. Pour m = —1, on écrit le systéme, puis on applique la méthode de Gauss :
r — Yy + 2z = a
—x + 2y — 4z = b L2 — LQ + L1
2c — y + 2z = ¢ Ls«— L3—2L,
r — Yy + 2z = a
y — 2z =  a+b
y — 2z = —2a+c

En faisant L3 <— L3 — Lo, on trouve I’équation 0 = 3a+ b — ¢, qui admet une solution si et
seulement si ¢ = 3a + b.

2. Dans ce cas, on obtient le systéme :

r — y + 2z = a r = 2a 4+ b
y — 2z = a+b y = a+b+2z

qui admet une infinité de solutions (chaque valeur de z donne une solution différente ; en fait
on vérifie que Uensemble des solutions est la droite affine passant par A = (2a+b,a+b,0)
et de vecteur directeur (0,2,1)).

3. On résoud le systéme

r — Yy o+ 2z = a
mx + (l—-m)y + 2(m—1)z = b Lo« Ly—ml,
2¢ + my — (Bm+1)z = ¢ L3« L3—2L,
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T — y o+ 2z = a Ly — L1+ Ly
& T 2z = —ma-+b
(m+2)y — (Bm+5)z = —2a+c¢ Lz« Lz—(m+2)Ls
x = (1-m)a+bd
& y - 2z = —ma+b
—(1+m)z = (M?>+2m—2)a— (m+2)b+c

Et comme m # —1, on peut diviser par 1 +m, et on trouve la solution qui est unique :
x = (1-m)a+bd

—-3m? —5m+4 3m+5 -2
a+ + c
m+1 m+1 m+1

—-m? —2m +2 m+ 2 1
a — C
m+1 m+1 m+1

4. En lisant les coeeficients du systéme précédent, on trouve l'inverse de la matrice demandée :

1—m 1 0
-3m?—5m+4 3m+5 -2

m+1 m+1 m+1
—m2—2m+2 m —+ 2 —1

m+1 m+1 m+1
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