Corrigé du médian

Exercice 1

Le but de cet exercice est de retrouver les valeurs de cos(%) et sin(F). Pour cela, nous allons
déterminer de deux maniéres différentes les racines du polynome P=X%-2iX —4.

1. Calculer le discriminant de P et en déduire ses racines sous forme algébrique.

2. (a) Déterminer les racines cubiques de 8i.
(b) Soit z une racine du polynome P. En particulier 2% = 2iz + 4. Montrer que 2* = 8i.
(c) Déterminer alors les racines de P sous forme exponentielle.

3. En déduire les valeurs de cos(g) et sin(%).

Corrigé :

1. Calculons le discriminant de P :
A= (=2i)*+ 16 = 12.
Les racines carrées de A sont 2v/3 et —2v/3. On en déduit les racines de P :

214 2 21— 2
! \/_ +\/_ et 29 = ‘ \/_— —\/_

AT Ty 2

2. (a) Soit Z = 8i. Ecrivons Z sous forme exponentielle : Z = 8¢'2. Les racines cubiques
de Z sont donc 2¢'8, 2¢'% et 2e'6 = —2i.
(b) Soit z une racine de P. Donc 2% = 2iz + 4. Donc

2 =228 = 2(2iz+4) =202  + 42 = 2i(2z +4) + 4z = —4z + 8 + 4z = 8i.

(¢) Les deux racines de P sont donc des racines cubiques de 8i. Elles sont donc égales
a deux des trois racines cubiques obtenues dans la question 2-a. Comme —2¢ n’est
pas une racine de P ((—2i)? — 2i(—2i) + 4 = —4 # 0), les racines de P sont 2¢'% et
265 .

3. On a obtenu de deux maniéres différentes les racines de P. On peut identifier facilement

ces racines : ]
i+V3 =2 et i—+3=25c.

On déduit de la premiére égalité que i + /3 = 2 cos(%) + 2isin(%). En identifiant parties
réelles et imaginaires, on trouve

cos(—=) =— et Sin(%) =



Exercice 2

Soit @ un nombre réel. On cherche a résoudre le systéme linéaire suivant :

r—2y—z = 1
—r+3y+z = a .
y+z = 0
1. Donner la matrice A associée au systéme.
2. Calculer son inverse.
3. En déduire les solutions du systéme.
4

. Pour quelles valeurs du parameétre a existe-t-il une solution (z,y, z) telle que zyz =07

Corrigé :

1. La matrice associée au systéme est la matrice

1 -2 -1
A=1|-1 3 1
0 1 1
2. Calculons l'inverse de A :
1 =2 =1 | 100 1 -2 =1 | 100
-1 3 1 | 01 0 — 0 1 0 | 1 10
0 1 1 ] 001 0 1 1 | 001
L2<—L2+L1 L3<_L3_L2
1 -2 -1 ‘ 1 0O 0 1 00 ‘ 2 1 1
— |0 1 0 | 1 1 0 — 010 ‘ 1 1 0
o 0 1 | -1 -1 1 001 ] -1 —-11

L1<—L1+2L2+L3

Donc A est inversible et son inverse est

2 1 1
A7'=11 1 0
-1 -1 1
3. Le systeéme s’écrit matriciellement
T 1
A lyl=1la
z 0

x 1 2+a
y|l=A"1 - (al = 1+a
z 0 —1—a

La solution du systéme est donc t =2+4+a,y=1+aet z=—-1—a.

4. Le systéme posséde une solution (z,y, z) telle que xyz = 0 si et seulement si
(24 a)(1+a)(—1 —a) =0, donc si et seulement si a = —2 ou a = —1.



Exercice 3

4 3 =3
Soit A la matrice | -2 —1 3
2 3 -1

1. Calculer A2
2. En déduire que :

(a) A est inversible et donner la matrice de son inverse,
(b) A+ 2I ou A —2I est non inversible.

Corrigé :

1. On trouve

Donc A% =41.

2. (a) On en déduit que A x 4 = 1. Donc A est inversible et son inverse est 14 :

(b) De plus, on peut déduire de A% = 41 que A% — 41 = 0 et donc que
(A—-2I)(A+2I)=0.

Montrons alors que A+ 21 ou A — 21 est non inversible. Supposons au contraire que
ces deux matrices sont inversibles. On obtient alors

(A—20)"(A-20)(A+2I)=(A-20)"".0.

Donc A+21 = 0. Or on a supposé que A+ 21 était également inversible. On obtient
donc une contradiction et I'une des deux matrices est non inversible.



Exercice 4

A tout nombre réel positif ¢, on associe le nombre complexe z; =

t

me’“t. On s’intéresse dans

cet exercice a ’ensemble S de ces nombres :

1. Représenter dans le plan complexe les points d’affixes z; pour t = 0, %, %, %, 1,% et 2
2. Montrer que pour tout t > 0, |z] < 1.
3. Soit € > 0. Calculer |z| pour ¢ = ==
4. En déduire que sup{|z:| | t e Ry} = 1.
5. Représenter I’ensemble S dans le plan complexe.
Corrigé :
1. Voir figure.
2. Soit t un nombre réel positif. Le module de z; est égal a Hil Or 0 <t<t+1 Donc
0 < 75 < L Donc |z| <1,
3. Soite >0ett= % Calculons le module de z; :
1—¢
24| = 1%5+1 = 1i€j_€ =1-e
Donc |z =1—¢.
4. Notons |S| 'ensemble {|z;] | ¢ € R4} D’aprés la question 2, 1 est un majorant de |S].
De plus, pour tout € > 0, 1 — ¢ est dans |S| car [1 —e| = |z] pour t = 1==.
Ainsi, € pouvant étre choisi arbitrairement petit, on peut trouver des nombres de |S| aussi
proche de 1 que 'on souhaite. On en déduit que 1 est un point adhérent a |S].
C’est donc la borne supérieure de |5].
5. L’ensemble S est une spirale qui se rapproche infiniment du cercle unité (i.e. le cercle de

centre 0 et de rayon 1).




