
Le 26/10/2011
Corrigé médian - PM18 - A2011

Page 1/2

Exercice 1

Sujet A
A�rmation Réponse

1. V
2. F
3. F
4. V
5. V
6. F
7. F
8. F
9. F
10. F

Sujet B
A�rmation Réponse

1. F
2. V
3. F
4. F
5. F
6. F
7. F
8. V
9. F
10. V

Exercice 2 (sujet A)

1. Â = B̂AC = 180◦ − ÂBC − ÂCB = 99◦.

D'après la loi des sinus,
AB

sin Ĉ
=

BC

sin Â
d'où AB =

sin Ĉ

sin Â
BC

On désigne par H le projeté orthogonal du point A sur la droite (BC).
Alors AH est la distance du point A à la droite (BC).

Le triangle ABC a pour aire : S =
BC ×AH

2
=

1

2
BA×BC sin B̂

On en déduit que AH = AB sin B̂ puis AH =
sin B̂ sin Ĉ

sin Â
BC

Application numérique : AH ≈ 22, 31 à 10−2 près par défaut.

2. z = 1 + i tan
π

9
= 1 + i

sin π
9

cos π9
=

cos π9 + i sin π
9

cos π9
=

1

cos π9
ei

π
9 avec cos

π

9
> 0

et z =
1

cos π9
e−i

π
9 .

3. Soit x ∈ [−1 ; 1] un réel �xé.
On sait que 0 6 arccosx 6 π et que ∀ θ ∈ R, sin2 θ + cos2 θ = 1

D'où sin(arccosx) > 0 et sin2(arccosx) = 1− cos2(arccosx) = 1− x2.

Donc sin(arccosx) =
√

1− x2

4. (a) ϕ(1) = arctan 1 + arctan 1 = 2 arctan 1 =
π

2

De plus lim
x−→+∞

1

x
= 0 et lim

t−→0
arctan t = arctan(0) par continuité en

zéro de la fonction arctan

D'où, par composition, lim
x−→+∞

arctan
1

x
= arctan(0) = 0

Or on sait que lim
x−→+∞

arctanx =
π

2

Donc lim
x−→+∞

ϕ(x) =
π

2

(b) La fonction ϕ est-elle dérivable sur ]0 ,+∞[ et

∀x > 0, ϕ′(x) = arctan′(x) + arctan′
(
1

x

)
×
(
− 1

x2

)
=

1

1 + x2
+

1

1 + 1
x2

(
− 1

x2

)
=

1

1 + x2
− 1

x2 + x2

x2

=
1

1 + x2
− 1

x2 + 1
.

Ainsi ∀x > 0, ϕ′(x) = 0

(c) La fonction ϕ est dérivable sur l'intervalle ]0 ,+∞[ et sa dérivée est nulle
sur cet intervalle. Par conséquent ϕ est constante sur ]0 ,+∞[.

∀x > 0, ϕ(x) = ϕ(1) =
π

2

Exercice 2 (sujet B : pour les questions 1, 2 et 3 voir ci-dessus)

1. Â = 99◦ et AH =
sin B̂ sin Ĉ

sin Â
BC ≈ 14, 87 à 10−2 près par défaut.

2. z = 1 + i tan
π

7
=

1

cos π7
ei

π
7 avec cos

π

7
> 0

1

z
= cos

π

7
e−i

π
7 .

3. Soit x ∈ [−1 ; 1]. Alors −π
2
6 arcsinx 6

π

2
d'où cos(arcsinx) > 0

Puis cos(arcsinx) =

√
1− sin2(arcsinx) =

√
1− x2.
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4. Soit ϕ la fonction dé�nie par : ϕ(x) = −2 arccos(
√
x)

(a) ϕ(x) existe ssi −1 6
√
x 6 1 c.à.d. 0 6 x 6 1.

La fonction ϕ est dé�nie sur l'intervalle fermé [0 ; 1].

(b) La fonction u : x 7→
√
x est dérivable sur ]0 ; 1], la fonction arccos est dériv-

able sur ]− 1 ; 1[ et ∀x ∈]0 ; 1[, u(x) ∈]− 1 ; 1[.

Donc la composée arccos ◦u est dérivable sur l'intervalle ouvert ]0 ; 1[

et la fonction ϕ = −2 (arccos ◦u) est dérivable sur ]0 ; 1[

(c) On rappelle que (arccos ◦u)′ = (arccos′ ◦u)× u′.

Alors ∀x ∈]0 ; 1[, ϕ′(x) = −2 −1√
1− u(x)2

× u′(x) = 2√
1− x

1

2
√
x
.

Donc ∀x ∈]0 ; 1[, ϕ′(x) =
1

√
x
√
1− x

Exercice 3

Partie A

1. (a) AB = |zB − zA| = |zB − 1| =
∣∣ei π

3

∣∣ = 1.

Donc le point B appartient au cercle C .

(b)

(
̂−→

AF ,
−−→
AB

)
= arg

(
zB − zA
zF − zA

)
= arg

(
ei

π
3

)
=
π

3
.

Placer le point B.

2. (a) zB − zA = ei
π
3 et

zE−zA = z2B =

(
3

2
+ i

√
3

2

)2

=
9

4
−3

4
+i

3
√
3

2
=

3

2
+i

3
√
3

2
= 3

(
1

2
+ i

√
3

2

)
D'où zE − zA = 3 ei

π
3

(b) On constate que zE − zA = 3(zB − zA) donc
−−→
AE = 3

−−→
AB

et les points A, B et E sont alignés.

3. Puisque
−−→
AE = 3

−−→
AB , on peut dire que E est l'image de B par l'homothétie de

centre A et de rapport 3.

Partie B

1. Soit z 6= 0 et z 6= 1. Alors M 6= A et M ′ 6= A car z2 6= 0.

arg

(
z′ − 1

z − 1

)
= arg

(
zM ′ − zA
zM − zA

)
=

(
̂−−→

AM ,
−−−→
AM ′

)
.

2. On a supposé dans toute cette partie que z 6= 1 donc M 6= A.

Les points A, M et M ′ sont alignés

si, et seulement si, M ′ = A ou

(
̂−−→

AM ,
−−−→
AM ′

)
= k π avec k entier relatif

ssi z′ = 1 ou arg

(
z′ − 1

z − 1

)
= k π avec k entier relatif

ssi z′ = 1 ou
z′ − 1

z − 1
est un nombre réel non nul

ssi
z′ − 1

z − 1
est un nombre réel.


