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EXAMEN FINAL

(2 heures ; calculettes autorisées)
Question de cours :
1. Définir les termes suivants :

a. Abscisse curviligne,

b. Repère de Frenet.

2. Donner les composantes du vecteur vitesse et du vecteur accélération dans le repère de Frenet en fonction des vecteurs de base de ce repère, de l’abscisse curviligne et du rayon de courbure de la trajectoire.

3. Enoncer le plus clairement possible le principe d’inertie.

Exercices de cinématique :

Exercice n°1: Coordonnées de points (il est plus que conseillé de faire des dessins !).

1. Les coordonnées cartésiennes d’un point sont  ( x = - 2 , y = 1 ). Donner les coordonnées polaires correspondantes en prenant l’origine en O et l’axe polaire confondu avec l’axe Ox.

2. Les coordonnées sphériques d’un point sont  ( r = 3 ,  = 
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 ,  = 
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 ). Les angles sont en radians. Donner les coordonnées cartésiennes correspondantes en prenant l’origine en O ,  étant repéré par rapport à Oz et  par rapport à Ox.

Exercice n°2: Dans l’espace cartésien à deux dimensions rapporté au repère (O,

, l’accélération (constante) d’un mobile est donnée par 
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, la vitesse à l’instant t = 0 est donnée par 
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, le mobile étant à l’origine du repère.

1. Déterminer le vecteur vitesse à tout instant en fonction du temps. On expliquera clairement le calcul fait .

2. Déterminer le vecteur position à tout instant en fonction du temps. On expliquera clairement le calcul fait .

3. A quel instant le vecteur vitesse est-il parallèle à l’axe Oy ? Quelle sont la position A et la vitesse correspondantes. 

4. A quel instant la trajectoire coupe-t-elle l’axe Oy. Quelle sont la position B et la vitesse correspondantes.

5. Donner l’équation cartésienne de la trajectoire. Tracer cette trajectoire.

6. Représenter sur le graphe précédent la position des points A et B ainsi que les vecteurs vitesse correspondants : on respectera bien l’échelle.

7. Déterminer le produit scalaire de l’accélération par la vitesse.

8. Déterminer les intervalles de temps pour lesquelles la norme de la vitesse :

a. Augmente.

b. Diminue.

c. Est minimale.

9. Placer sur le dessin de la question 5. les zones correspondantes aux résultats de la question 8. 

Exercices de dynamique:

Exercice n°3: Chute libre.
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Un objet M de masse m est lancé à l’instant t = 0 depuis l’origine O d’un repère cartésien 
[image: image5.wmf](O,i,j)
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 avec une vitesse initiale 
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parallèle à l’axe Ox horizontal.  On écrira donc 
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 (vo > 0). L’axe Oy est vertical vers le bas. Le champ de pesanteur 
[image: image8.wmf]ggj
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 ( g > 0 ). On néglige la force de frottement de l’air, la seule force considérée est donc le poids de l’objet.

1. Déterminer l’accélération 
[image: image9.wmf]a
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 de l’objet au cours de son mouvement de chute.

2. Montrer que le mouvement de l’objet ne dépend pas de sa masse.

3. Déterminer le vecteur vitesse de l’objet au cours du temps. On donnera les composantes du vecteur vitesse sur la base 
[image: image10.wmf](O,i,j)
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 en fonction de vo, t et g. On justifiera clairement le calcul des constantes d’intégration.

4. Déterminer le vecteur position de l’objet au cours du temps. On donnera les composantes du vecteur position sur la base 
[image: image11.wmf](O,i,j)
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en fonction de vo, t et g.  On justifiera clairement le calcul des constantes d’intégration.

5. Donner alors l’équation cartésienne de la trajectoire. De quel type mathématique de courbe s’agit-il ?

6. Le sol étant le plan horizontal d’ordonnée y = h, déterminer :

a. A quel instant l’objet atteint le sol. On donnera le résultat en fonction de g et h

b. Les coordonnées du point du chute. On donnera le résultat en fonction de h, vo et g.

c. Quel est alors le vecteur vitesse ? On donnera le résultat en fonction de h, vo , g et des vecteurs unitaires.

d. Quelle est alors la norme du vecteur vitesse. On donnera le résultat en fonction de vo, g et h.

e. Quelle doit être la relation entre vo ,g et h pour que le vecteur vitesse fasse un angle de 45° avec le sol au moment du contact.

7. On suppose maintenant que les frottements dans l’air ne sont plus négligeables mais sont proportionnels à la vitesse. On écrit donc la force de frottement sous la forme : 
[image: image12.wmf]fav

®®

=-

. Reprendre les trois premières questions dans cette hypothèse.

Exercice n°4 : Une bille M de masse m est lâchée dans une gouttière AB en forme de quart de cercle de centre O et de rayon R (voir figure), depuis le haut de la gouttière au point A ( OA étant horizontal, OB vertical). Le contact est supposé sans frottement. La position de la bille est repérée par les coordonnées polaires ( r = R constante et   = 
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) auxquelles sont associées les vecteurs unitaires 
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des coordonnées polaires. La bille est soumise à son poids 
[image: image16.wmf]Pmg
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 et à la force de contact 
[image: image17.wmf]F
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entre la gouttière et la bille, le contact étant supposé sans frottement. La norme de cette force est notée  F =
[image: image18.wmf]F
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 pour simplifier. On suppose que la bille est lâchée depuis le point A sans vitesse initiale soit 
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dt

q

 = 0 quand   = 0. .

Etude cinématique: exprimer en fonction de R,
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 et des vecteurs unitaires 
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 :

1. Le vecteur position du point M. Quelle est la norme de ce vecteur ?

2. Le vecteur vitesse 
[image: image24.wmf]v
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du point M. Quelle est la norme v  = 
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de ce vecteur ?

3. Le vecteur accélération du point M.

Etude dynamique:

4. Placer sur le dessin ( à reproduire sur la feuille d’examen) les deux forces agissant sur la bille.

5. Donner les composantes du poids dans la base (
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) en fonction de m, g =
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 et .
6. Donner les composantes de la force de contact 
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 dans la base (
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) en fonction de F uniquement.
7. En utilisant la deuxième de Newton qu’on projettera sur 
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, en déduire une équation différentielle reliant  F, m, g, R,  et 
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8. En utilisant la deuxième de Newton qu’on projettera sur 
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, en déduire une équation différentielle reliant   g, R,  
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.
9. En intégrant l’équation obtenue en 8. montrer qu’on a  
[image: image36.wmf]dg
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. Astuce : multiplier l’équation obtenue en 8 par 
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 puis intégrer. On détaillera très clairement le calcul et on pourra utiliser le résultat pour les questions suivantes même si on n’arrive pas à faire cette question.

10. En déduire l’expression de la norme de la vitesse v (voir question 2) en fonction de g, R et . 

11. Application numérique : calculer v pour R = 1m , g = 10 m.s-2 et  = 30°, 45 ° et 90 ° .

12. En utilisant la question 7 et la question 9, exprimer F en fonction de m, g  et .

13. Existe-t-il une valeur de  pour laquelle F =0 .  Jusitifier?

14. Existe-t-il une valeur de  pour laquelle F = mg ? 

15. Que vaut F pour  = 90° ? Discuter.
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