LE 29/06/2017

Corrigé final - SQ20 - P2017I

Page 1/3

‘Exercice 1 : intervalle de conﬁance‘

Dans cet exercice, la variable parente X suit une loi normale A (p1, o) d’espérance
connue = 20. On a ici « = 1% et n = 100.

1. On prend comme estimateur de o2 la variance empirique d’échantillon

T= (X; — )’

1

n

K2

n

T Xi—p\°
2. On prend comme variable de confiance Z = n72 = Z < M) qui suit la loi
o ~ o

du x2 a n degrés de liberté.

3. On cherche des réels positifs a et b tels que P(a < Z <b)=1—«a.

Contrairement aux lois normale et de Student, la densité de la loi du x? n’est pas
une fonction paire. Mais on a ’habitude de répartir le risque de fagon symétrique
en prenant :

P(Z<a):% et P(Z<b)=1-

«
2
Avec Scilab : a=cdfchi("X",100,0.01/2,1-0.01/2)

et b=cdfchi("X",100,1-0.01/2,0.01/2)

On obtient : a=67,33 et b= 140,17.
T T T
4.09=1-a=Pla<™ <p)=P(2" <2<
o2 b a

On en déduit un intervalle de confiance aléatoire & 99% pour la variance o2 :

nT nT
Rl

T T T InT
5. Nous avons 0,99P(nb<02§n)P<\/T§0< n)
a a

D’otl un intervalle de confiance observé pour ’écart-type o au niveau 99% :

nsz  [ns?
t@Q%(ﬁs::[ bev ]
a
i=1
1 40011
2 _ ~2 2 2 2
—52 = 75 2 ) _ 2 = —920%2=0.11.
avec s, =0 - x; I’ 100 0 0,

Ainsi Jogo ops = [0,280 ; 0,404].

‘Exercice 2 : les 2 questions sont indépendantes

1. Soit n € N tel que n > 3.

(a) Soit X,, la variable aléatoire qui compte le nombre de «Pile» obtenus au
cours d’une partie de n lancers. Alors X,, suit la loi binomiale & (n, 1/2).
Notons A I’événement : «une partie comporte un gagnanty.

Alors A=[X, =1]U[X, =n—1]. Donc p, = P(A)
=P([X, =1U[X, =n—-1]) = P([X,, =1]) + P([X, =n—1])

(Damrarmr=e (" oo

n
2n—1

Ainsi | p, =

(b) La variable aléatoire G,, suit la loi géométrique ¥ (p,,).

1 ot
On sait alors que E(G,)=— =
bn n

2. Pour tout n € IN¥, X, =N (,u,

)

(a) Soit z € R. F,(z) = P(X,

N

9-r (i <5
Xn —p
o/yn

rin = () =* (7 )

T — p
ag

suit la loi normale centrée réduite

Or la variable aléatoire X, =

N, 1).

Donc

>0 dou lim

n—-+4oo

(b) e Supposons z > p. Alors % Vn = 4o0.

Or, en tant que fonction de répartition, lim ®(t) = 1.
t—4o0

uﬁ) — 1

o (n—+00)

T
Donc, par composition, F,(z) = ® (
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P codon lim Z—F Vn = —oo. On en déduit f est une densité de probabilité.

n—-+o0o o2

e Supposons x < u. Alors w

Or, en tant que fonction de répartition, t_l}r_noo o(t) =0. 2. (a) Soit B > 1. On rappelle que ¢ > 1 donc a — 1 > 0.
— B B t=B
Donc, par composition, Fy,(z) = ® (H \/ﬁ> — 0 / La=-2 / a1 at = -2 1
o (n—+00) .t a—1J; te a—1 ta—1 =1
e Danslecasou z = pu, F,(u)=2(0)=1/2. o 1 o B, G O ) 1
0 si z<up T a—-1 Ba-1 ‘ Lote T a—1 Ba—1
Finalement lirJrrl F.(z)=< 1/2 si z=u
nN—r+00 .
1 si z> B
__ iy y I
Notons que cette fonction limite n’est pas la fonction de répartition d’une B—+oo fi ¢ a—1

variable aléatoire, car elle n’est pas continue & droite en p N PR T q
donc l'intégrale généralisée - dt est convergente et vaut :
1

(c) Soit Y une variable aléatoire définie sur le méme espace probabilisé que les
X, et qui est constante égale & p. Alors la fonction de répartition de Y est

. 0 si z<p T q a oo
6 = —dt = = tf(t)dt
définie par Fy (x) { 1 s z>p /1 a ] . f(t)
Puisque cette fonction Fy est continue sur R\ {u}
et que Vo € R\ {u}, nEI-Ir—loo F,(z) = Fy(z), on peut conclure que la suite Ainsi I'espérance de X existe et

‘ (Xn)nen~ converge en loi vers la variable aléatoire constante égale a p |.

E(X):/Jrootf(t)dt:/:ootf(t)dt. B(X) =2

— 00

‘Exercice 3 : loi de Pareto

a . ‘
> 3.P0urt0utreela:,Fac:PXga:):/ f@)dt.
Soit a > 1 et f la fonction définie par : V¢t € R, f(t) = tot! sit>1 (=) ( —o0 ©
0 sinon
1. Soit B > 1. e Siz <1 alors F(x)=0.
- z 1
(a) On rappellt;que a>1,a fort1?£1Ba > 0. e Supposons z > 1. Alors F(x) = / f)ydt = I(z) =1 - —a d’apres la
a 1| 1 1
I B - —_— dt = _— = — — 1' s
(B) 4 a1 [ ta} - Ba + question 1.(a)
Comme za (Ijoo) 0, on obtient BETOO I(B)=1 4. On pose Y =In(X) de fonction de répartition G.

(b) e Lafonction f est strictement positive sur [1, +o00[ et nulle sur | — oo, 1].

e f est continue sur R\ {1}. (a) Soit = € R.

+oo G(z) = P(Y <z) = P(In(X) < z) = P (eln<X> < em> = P(X < %)
e D’aprés la question précédente, 'intégrale généralisée ——dt est T
1 ta+1 = F(e )
convergente et .
N N N (b) e Supposons z > 0. Alors e > 1. Donc d’aprés la question 3,
[e’e] [ee] o a 1 1
t)dt = t)dt = —dt= lim I(B)=1 = N =1-— =1 =1_—e 2%
Jrwa= [ e [ Zar= im 1) Gw) = Fe) =1~ s =1 iy =1
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e Supposons z < 0. Alors e” < 1. Donc d’aprés la question 3,

. . 1
T,, est donc un estimateur sans biais de —.
a

G(z) =0.
.. 1—e™®* si 220 .
Ainsi |G(z) = { 0 G 220 Pour tout entier n > 2,
(¢) La fonction de répartition G est continue sur R et de classe C! sur R*. 1
Donc Y est une variable aléatoire & densité, dont une densité g vérifie pour V(IT,) =V - >y
tout réel = non nul : i=1

n
o _Jae™®™ siz>0 _ i :
g(x)—G(a:)—{O siz <0 - n2V(ZY,>
On peut poser g(0) = a. On reconnait une densité de la loi exponentielle de 1 >
paramétre a. = — Z V(Y;) par indépendance des Y;
n

1 1 i=
Ainsi |Y < & (a) | d'ot E(Y) =~ et V(¥) = —. ) i

5. Pour tout entier ¢ € IN*, posons Y; = In(X;). Alors (Y;);en+ est une suite de
variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme loi exponentielle de
parameétre a. _

z”: 11 1 1
e X =
n2 4= a? n? a®>  na?

1 n
Donc pour tout entier n > 2, T, = — Z Y;
i3

Pour tout entier n > 2, . . 1 )
T,, est un estimateur sans biais de — avec lim V(T,,) = 0.

1 n a n—-+oo
E EZ;Yi

E(T,) .
On peut conclure que T}, est un estimateur convergent de —.
a

1 n
= = Z E(Y;) par linéarité de 'espérance
ni 6. Dans cette question n = 100. La commande mean(log(X)) renvoie la moyenne

1 n
1 Z .
= — E E(Y) car chaque Y; suit la méme loi que Y n Zln(azl)
n i=1
i=1
1M1 1 On dispose d’une réalisation de la variable aléatoire T, :  T,(w) = 0,33 qui
- n Z P peut étre choisie comme estimation ponctuelle de 1/a.
i=1
1

_ = On prendra comme estimation ponctuelle du paramétre a : @ = )
w
a n

~ 3,03.




