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F —po

‘Exercice 1 : 5 questions indépendantes‘ 3. e Variable de test : on pose 7 = ————.
VPo(l—po)/n N
Alors Z suit imati t la loi 1 trée réduit 0,1).
P(ANB)  P(A)+P(B)— P(AUB) 045+0.5-0,7 5 ors Z suit approximativement la loi normale centrée réduite N(0, 1)
1. Py(B) = Z P(A - 0,45 ~ 9 e On cherche le réel z, tel que P(Z > z4) = 0,99 clest-a-dire P(Z < z,) = 0,01
) NI T &1
L 3x2x1 2 c’est-a-dire | zo = @ (0,01)‘
2. P([X =3]) = 3%x3%x3 9 Avec SCILAB, en entrant dans la console z=cdfnor ("X",0,1,0.01,0.99) ,
4 A on obtient z, ~ —2.326.
3. B(Z) = / \/ﬁ dt=3 po(1 —po)
0 4. Puisque Z 2 2z, <= F > po+ 24\/ ———, on obtient
4. D’apreés la loi faible des grands nombres, Z est constante égale a 1. "
1_
5. [19.61,21.65] 1—-a=0,9=P(Z>2z,)=P (F > po + Za po(npo)>
On en déduit le domaine d’acceptation Dy = |pg + 2 M 1
‘Exercice 2 : test d’hypothése @ n ’
. . . | Do = [85%, 100%] |
1. On veut effectuer un test de conformité sur la proportion p des patients
allergiques guéris grace au médicament. On choisit comme hypothése nulle 0 leule 1a val . 7 dans Péchantill 169 A4 5%
Hy : p=90% car on fait confiance a priori au fabricant. 9. On calcule la valeur prise par ans I'echantillon  fe = 200 84,5%
L’hypothése nulle notée Hy est ’hypothése que I’on souhaite controler (la dif- On voit que fo ¢ Do. Conclusion : on rejette I'hypothese Hy avec un risque
férence observée entre la proportion annoncée et la proportion observée sur un d’erreur de o« = 1%. L’affirmation du fabricant est mensongeére.
échantillon est-elle significative ou due aux fluctuations d’échantillonnage ?) C’est
I’hypothése nulle qui est soumise au test et toute la démarche du test s’effectue - - -
en considérant cette hypothése comme vraie. ‘Exercwe 3 : estimation ponctuelle ‘
On a choisi comme hypothése alternative H; : p < 90% au lieu de p # 90% | Soit @ € RT. La fonction f est définie sur R par :
car on ne peut en vouloir au fabricant de produire un médicament qui 343
guérirait plus de 90% des patients. f(t) = tfi sit>a et f)=0 sit<a
2. On se place sous ’hypothése Hy. Soit X la variable aléatoire qui, & tout échan- . ) . .
- —— ; . ) . - 1. (a) e Soit x un réel supérieur a a.
tillon aléatoire de n = 200 patients atteints par ’allergie, associe le nombre de . . g —
personnes guéries par le médicament. / % dt = / =4t = [ ¢ ] — {_13} — 13 13
Alors, en posant pg = 90%, X suit la loi binomiale %(n,pg) d’espérance at @ —4+1 tjal 3t1 t=a 3z 3a
E(X) = npg et de variance V(X)) = npo(1 — po)- Or — 0. Donc lim —dt = —
. - . 3x3 (z—+o0) z—too [, 14 3a’
Puisque n > 30, npy = 15 et npo(1 — pg) > 5, le théoréme central limite permet +oo 1
de remplacer la loi de X par la loi normale N/ (n po, Vnpo(l— po))- Or F = { ce qui signifie que 'intégrale généralisée / s dt est convergente et que
n a
“+o0
1— 1 1
Donc | F' suit approximativement la loi normale A (po, po(po)> . / 7y dt = 343
n a
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—+oo

e On aurait pu aussi remarquer que / a dt était une intégrale de Rie-
a

mann convergente car 4 > 1, et écrire directement

too +oo U A B S 1
—dt = t74dt = | — == — 04—
[ we-f EiRE R

a

(b) e Lafonction f est strictement positive sur [a, +00[ et nulle sur | — o, al.
e f est continue sur R\ {a}.

+o00o
e D’aprés la question précédente, l'intégrale généralisée / t—4dt est
“+o0 3 3 “
. a _—
convergente ainsi que / e dt. D’ou
a
+oo +o00 +oo 3 a3 +oo 1
/ f(t)dt:/ f(t)dt:/ Tchtzzacu“’/ —dt=1
—0o0 a a t a t

On en déduit f est une densité de probabilité.

“+oo
2. (a) On admet que — dt converge et vaut ——.
(2 ae [ g o

+o0 3
Il en résulte que l'intégrale généralisée / R dt est convergente et vaut
a

+oo 3
1 3a 3
3 —_ = — = —
3a /a 3 dt 5 o2 2a.

Donc X admet une espérance donnée par :

E(X)=/+Dotf(t)dt=/+ootf(t)dt:/+OOi‘jdt:‘;’a

— 00

(b) Soit x un réel supérieur a a.

T T 3,3 rq 11* 1 1
2 _ _ 3 —dt — 31_Z| =343 -2 4+ =
/a t f(t)dt—/a 2 dt =3a /a e dt =3a { t]a 3a ( :E+a>

N 3a?
D’ou / 2 ft)dt =3a*> - “— — 3d*
a T (z—+o0)
+oo
Donc lintégrale généralisée / t2 f(t) dt est convergente et vaut 3 a*
a
ce qui signifie que X admet un moment d’ordre 2 égal & E(X?) = 3a°.

On en déduit d’aprés la formule de Koenig-Huygens, que X admet une
variance égale a :

VX) = B(X?) — B(X? | = 362 - (2) IRV

3. On rappelle que pour tout réel z, F(z) = P([X < a]) = / F(t)dt.

(a) Siz<aalors F(z)=0 car Vt €] — o0, al, f(t)=0.

(b) Supposons z > a.
v 1 d’aprés 1.(a) 1 1
3 P 3
AIOI'S F(l‘) = . f(t) dt = 3Cl /a t74 dt = 3a (-3:1;3 + 3a3> .

an 3
Donc Vz > a, F(x):l—(f)
x

P([X > 4a] N [X > 2a))
P([X > 2a)

Or lévénement [X > 4a] «impliquey I’événement [X > 2a)
c’est-a-dire [X > 4a] C [X > 2a).

(c) P[X>2a]( [X > 4d] ) =

Done [X > 4an[X > 2a] = [X > 4a] et Prxssu ([X > da]) = m
_ra) - (=@

D’ou P[X>2a]( [X > 4&] ) = = =

1-F(a) _1—(1—( )3) (1/2)°

Sle

1
Ainsi P[X>2a]( [X > 4a] ) =3

1 &
4. V N*, X, = — X
n e s n’; k

(a) e Calculons I'espérance de X, .

1< 1<
Par linéarité ) _ 1 _ =
ar linéarité de l'espérance, E(X,,) = F (n ZXk> - ZE(Xk)
k=1 k=1
n 3 7
Z E(X,)=E(X,) = 20 Donc X, un estimateur biaisé de a.
k=1

1
n

e Posons pour tout entiern > 1, |T,, = - X,

N W | W o

2 — 2
On voit que E(T),) = gE(Xn) =gxgza=a

T, est bien un estimateur sans biais du paramétre a.
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(b) Pour montrer que T, est un estimateur convergent de a, T;, étant sans biais,

il suffit de prouver que lirf V(T,) =0. Ainsi | V(T,) =
n—-+oo

V(T,) = V( X,

= %V(Tn) = 3V<izn:Xk> = 94”2‘/(2”:)(0

2

3n

k=1

Or les variables aléatoires X, Xo, ..., X,, sont indépendantes.
4 & 4 & 4 4 3a? Attention :
D V(T,) = — = — V(X))=—nV(X)=— —
one on? g ~ 9 (X)) =gz VX)) =g

k=1

N 2__
a=To(w) = 3T = 3 100 Zxk

et V(T,) — 0

(n—+o00)

(¢) On prendra comme estimation ponctuelle de a, la réalisation de la variable
aléatoire T}, sur ’échantillon observé en prenant ici n = 100.

100
><603—4 02

il est inexact d’écrire a = 4,02 car le paramétre a reste inconnu
4 méme aprés avoir étudié un échantillon.



