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Le baréme tient compte de la longueur du sujet.

Exercice 1 Lancer de piece triphasé. Trois personnes nommées A, B, C lancent a tour de role
la méme piece de monnaie (ABCABCABC...). La probabilité d’obtenir pile lors d’'un lancer est
p (0 < p <1). Le gagnant est le premier qui obtient pile (la partie s’arréte alors).

1. Donner une représentation de I'espace de probabilité (Q2,.%,P) associé a cette expérience
aléatoire.

2. On note A,, (resp. B,,, C,) 'événement A gagne la partie lors du n-ieme lancer (resp. B,
C). Calculer P(Aq), P(Bs), P(C3). Les événements A1 et By sont-ils indépendants?

3. En discutant suivant les valeurs de n, calculer P(A,), P(B,,), P(C,).

4. Calculer la probabilité de gagner de chacun des trois joueurs.

5. Quelle est la probabilité qu’il y ait un vainqueur?

Exercice 2 Le bus ou le train ¢. Une compagnie de bus affréte tous les jours un bus pour relier
Paris a Limoges. Ce bus a la capacité d’accueillir 50 passagers. Le prix du billet est de 30€. Le
responsable des ventes a remarqué que si N billets sont vendus alors il y a en moyenne 85%
des passagers qui se présentent au départ du bus, et cela quelle que soit la valeur de N. Il fait
I’hypothese que les comportements des acheteurs sont indépendants les uns des autres.

Un voyageur qui ne se présente pas au départ perd son billet.

Par ailleurs si le bus est plein et qu'un voyageur ne peut pas embarquer, la compagnie lui
rembourse son billet de bus et lui offre un billet de train (au prix de 60€) pour qu’il puisse
effectuer son voyage.

1. On suppose dans cette partie que N est un nombre fixé par la compagnie. On note X la
v.a. désignant le nombre d’acheteurs d’'un billet se présentant au départ, et G(X,N) la
v.a. désignant le montant en euros du chiffre d’affaire réalisé par la compagnie pour un
bus.

(a) Quelle est la distribution de probabilité de X ? Rappeler son espérance et sa va-
riance.

(b) Soit la v.a. Y qui désigne le nombre de passagers qui vont faire Paris-Limoges en
train au lieu de prendre le bus. Quel est I’ensemble des issues, notés Y (Q2), de Y ?
Discuter selon la valeur de N.

(c) Donner la distribution de probabilité de Y. Vous utiliserez la loi de X pour décrire
laloideY.

(d) Donner I'expression de G(X,N).
2. Ecrire une expression du chiffre d’affaire espéré (ou moyen) par cette compagnie de bus.

On notera G(NN) ce chiffre d’affaire moyen.

3. Décrire succinctement un algorithme (en pseudo-code, python, etc.) qui permet de trouver
la valeur optimale de N.



Exercice 3 Consommation d’eau. La consommation journaliere en eau d'une agglomération
au cours du mois de juillet est une variable aléatoire X dont la densité fx a la forme :

fx(x) = clx —a)b —x)1 p1(x), xR,

ou a,b,c sont des constantes strictement positives (a < b) et 1, 5)(¢) =1 si t € [a,b] et O sinon.

1. A l'aide d’une intégration par partie, vérifier que 'on a pour tout n € N :

(b _ a)n+2

b
fa (x—a) (b—x)dx= m

2. Exprimer la constante ¢ en fonction de a et b.
3. Calculer E[X —a] et E[(X —a)?]. En déduire E[X] et Var(X).

4. Donner la fonction de répartition F' de la variable aléatoire X : on distinguera pour le
calcul de F(x) lescas x <a, a<x <b et x > b et, dans le deuxiéme cas, on écrira F(x)
en fonction de (x —a) et (b —x) sans développer ni réduire le polynome obtenu. Donner
Iallure générale des représentations graphiques de f et F. Proposer une interprétation
physique des constantes a et b.

5. En notant X; la consommation du i-éme jour et en supposant que les X; sont indépen-
dantes et de méme loi que X, exprimer a ’'aide de F' et de n la fonction de répartition de

la variable aléatoire M, = max Xi.
1<i<n

6. En fait la ville est alimentée en eau par un canal qui peut fournir au maximum une
quantité journaliere d’eau xo = a + 0.9(b —a) et par un réservoir de sécurité dans lequel
elle peut puiser en cas de trop forte demande. Calculer numériquement la probabilité
qu’au cours des 31 jours du mois de juillet, on ne fasse jamais usage du réservoir de
sécurité (le résultat ne dépend ni de a ni de b).

Exercice 4 Loi normale et réglage d’une machine (1). Une machine fabrique des tubes mé-
talliques cylindriques. Les diameétres, en millimetre, des tubes sont distribués suivant une loi
normale A(15;9).

Pour étre utilisables, les tubes doivent avoir un diametre compris entre 14 et 16 milli-
metres.

1. Quelle est la probabilité qu'un tube ne soit pas utilisable.

2. Uningénieur affirme qu’en modifiant la machine, il peut réduire I'écart-type. Quel devrait-
étre cet écart-type pour que 95% des tubes soient utilisables ?

Exercice 5 Loi normale et réglage d’une machine (2). Des sachets sont remplis de poudre par
une machine. On pose une étiquette sur chaque sachet, indiquant qu’il contient 100 grammes
de poudre.

On observe que la masse d’un sachet suit une loi normale d’écart-type o = 2. La valeur de
U, Vespérance, dépend du réglage de la machine.

Sur quelle valeur de u faut-il régler la machine pour qu’au moins 99% des sachets aient
une masse supérieure a 100g?



X ~N(0,1)
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