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Exercice 1 : Vecteur contrainte - 2 points

On consideére en configuration actuelle rapportée a un repere cartésien (e, €y, €3), un
bloc défini par :

Q={0<11<a;0<2,<b;0< 23< h}

Le but de l'exercice est d’utiliser la notion de vecteur contrainte /' = og.n ou n
représente la normale extérieure. On suppose que :

g = 0e3 & e3

Indiquer la bonne réponse aux questions suivantes :

1.

Le champ de contrainte est :

(a) une traction uniforme  (b) un cisaillement uniforme  (¢) une flexion
(d) une rotation

le long de la direction :
(a) & (b) € (c) €

L’effort de contact ou efforts appliqués par I'extérieur sur le bord du bloc €2,
est:

(a) normal (b) tangentiel

a la direction :

(a) & (b) e (c) eg

. et s’exerce sur les faces de normale :

(a) + ou — ¢ (b) + ou — e, (¢) + ou —ey

L’unité de o dans le systeme international est :
(a) MPa (b) N (c) Pa (d) N/mm?



Exercice 2 : Conservation de la masse - 3 points

On étudie un cylindre plein de base circulaire de rayon R et de hauteur H a l'instant
t = 0. Dans la configuration initiale Ky, les coordonnées du point M sont données
par X. Dans la configuration K;, les coordonnées du point M sont données par x.
On connait la vitesse eulériennne du mouvement :

Uy = —kxoxs ; Uy = kxixs ; uz = kcxs
ou k = k(t) = ko coswt avec kg , w et ¢ constantes.

1. Soit py la masse volumique a l'instant ¢ = 0. Calculer la masse volumique p a
I'instant ¢ en fonction de pg, ko , w et c.

2. On suppose la répartition de masse homogene en espace. Calculer la masse du
cylindre déformé (t = T)).

3. Donner Iexpression du déterminant de la transformation det(F).



Exercice 3 : Etude d’un prisme - 5 points

Les axes O, x1, To, x3 sont orthonormés. On considere un barreau de base triangulaire
et d’axe Oxs, de longueur h. Les bases sont deux triangles rectangles isoceles de cotés
1 et sont situées dans les plans x3 = 0 et z3 = h > 0. Ce barreau est en équilibre
statique.
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On suppose le matériau homogene et isotrope en isotherme, on travaille dans le
cadre des hypotheses des petites perturbations, dans la base cartésienne (eq, ez, e3)
avec le systéme de coordonnées (x1, T, r3).

Le tenseur des contraintes est donné par dans la base cartésienne (eq, ey, €3) :

0 0 — Ty
g = 0 0 T avec [ et o = constantes
—pUaTy O 0

1. En utilisant les équations d’équilibre statique, déterminer les forces volumiques.

2. Calculer la force relative sur la surface x3 = 0.

Remarque : La surface est un triangle rectangle isocele de coté 1 donc les
variables x1 et x5 ne sont pas indépendantes.

3. Calculer la force relative sur la surface x3 = h.

4. Calculer le moment par rapport au point O des efforts exercés sur la surface qui
correspond au plan x3 = 0.



Exercice 4 : Cylindre a parois épaisses - 10 points

Soit un cylindre de longueur L a parois épaisses. La base du cylindre est une couronne
circulaire de rayon intérieur a et de rayon extérieur b. Il est soumis a une pression
radiale interne p; sur la surface S,(r = a) et & une pression externe radiale p, sur la
surface Sy(r = b).
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Figure 1: cylindre a parois épaisses

Hypotheses :
e Hypotheses des petites perturbations (HPP).
e matériau thermoélastique linéaire homogene isotrope.
e ¢état isotherme.

e forces de masse négligées.

On note €, le volume du cylindre et 9€); sa frontiere : 082, = S, U S, U Sy U S,



Conditions limites :

sur S, : le vecteur contrainte = p;e, r=a, V0, z) €5,
sur S, : le vecteur contrainte = —p.e, r=>b,V(0,z2) €5
sur Sy : le vecteur contrainte = 0 2=0,VY(r,0) €Sy
sur Sp, : le vecteur contrainte = 0 z=L,VY(r,0) €S
sur Sp ¢ §(r,0,0).e, =0 z2=0,V(r,0) €S

Le but de l'exercice est de trouver le déplacement solution en utilisant la méthode
des déplacements.

On cherche le vecteur déplacement { sous la forme :

£(r>9>z> = U(T)Qr + w<z)§z

Questions:
1. Justifier en une phrase pourquoi ce déplacement est admissible.
2. Ecrire les équations de Navier (loi de comportement), travailler en coordonnées
cylindriques :
(A + p) grad(divE) + pAE + pE — kgradt = 0
3. Montrer que le syteme différentiel a résoudre est :

u'(r) + UIfo — uﬁ;‘) =0

4. Montrer que la solution de ce systeme différentiel est :

{u(r):Ar—l—f
w(z) =Cz+ D

avec A , B, C et D constantes réelles.
5. Utiliser les conditions limites sur £, soit £(r,6,0) .e, = 0 pour déterminer D.

6. Montrer que le tenseur des déformations linéarisé € s’écrit :

B
A-= 0 0
" B
£~ 0 A+ 0
T
0 0 C

7. Calculer le tenseur des contraintes ¢ = A (tre) 1 + 2ue.

8. Utiliser les conditions limites sur les contraintes pour déterminer les autres
constantes et écrire le systeme linéaire que doivent vérifier A, B et C.

9. Résoudre ce systeme et donner I'expression de .



Annexe : Opérateurs différentiels en coordonnées cylindriques

Un vecteur v au point M est décomposé dans la base locale orthonormée e, ey,
Ses composantes sont v,., vy, U, :

(M) = v (r,0,2) e, + vo(r,0,2) eq + v:(r,0,2) €,

On a dans cette base :

ov, Uy 1 Ovy ov,

87‘+r+;89+8z

divv =

_of, ror . of
Mf_ aTQT+T80§9+ azgz

2 Ov, Vg
Av = (Av, — 559 —)e. + (Avy + 550 T 772)@9 + Av. e,

Cf 19f 10
M=% o T e T o

aUT 1<8U7~ o ) a/UT
ar o0 " 5.
Ovg 1 Ov ov
gredo(z) = | F& LG5 +v) 5
81)2 }avz avz
or r 00 0z
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