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exercice 1 : Calcul tensoriel - 4 points

Rappel :
rotu = Oy Uk €

aANb= 5ijkaibjgk

1. Montrer que :
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—_

rotu A dz = = (gradu — (gradu)').dx

N |
o

2. Calculer :
rot (grad f(z,t))

3. Montrer que l'accélération eulérienne I' peut s’écrire en fonction de la vitesse
eulérienne u(z,t) sous la forme :

2
L(z,t) = 8169:;:,75) + grad <u2> + rot(u) A u

exercice 2 : Calcul d’'un champ de déplacement - 5 points
Soit le tenseur des déformations linéarisé :

ar 0 O
€= 0 bz O ou a,be RN
0 0 obx

1. Les équations de compatibilité sont-elles vérifiées ?
2. Calculer la partie anti-symétrique du tenseur des déplacements w.
3. Donner I'expression du tenseur des déplacements §.

4. Le tenseur des déplacements est-il déterminer de facon unique? Justifier.



exercice 3 : Déformations non homogenes dans une spheéere creuse - 11
points

On considere une sphere creuse de rayon interne A et de rayon externe B, soumise a
un chargement axisymétrique de telle sorte que I'on peut admettre que la déformation
est purement radiale :

r = f(R)X

ou z représente les coordonnées eulériennes, X représente les coordonnées lagran-
giennes et f une fonction scalaire positive du rayon lagrangien R :

R = [|X]]

1. Montrer que :
orR X
0X; R
2. En déduire que la matrice I, gradient des déformations, s’écrit sous la forme :
J'(R)
R

P = X®X+ f(R)1

3. Montrer que la matrice £ s’écrit :

aXi+ 8 aXiX, aXiXs
£ = O[XlXQ OéX22 + ﬁ O./XQX3
OéXng CJ./XQXg O./X?? + 5

f'(Rr
R

4. La transformation est-elle homogene ? Expliquer.

~—

et = f(R).

oll on a posé o =

5. Montrer que :
X®X.X=FRX

6. Montrer que X est un vecteur propre de /. En déduire la valeur propre simple
associée, que l'on notera A;.

7. Montrer que :

N dr
1 = —
dR
ou r représente le rayon eulérien déformé : r = ||z||.

8. On considere le sous espace vectoriel V de dimension 2 et perpendiculaire a X.
Soit v € V, montrer que :
X®X.v=20



10.

11.

12.

13.

Montrer que v est un vecteur propre de F. En déduire la valeur propre double
associée, que l'on notera As.

Montrer que :

Calculer les dilatations principales 6y , d77 , d777.

On suppose que la transformation est isochore. On rappelle que le déterminant
est invariant par changement de base. Le déterminant de /' peut donc étre
calculé dans la base des vecteurs propres. Montrer que :

r® — R® = constante

On note a le rayon interne déformé de la sphere. Montrer que :

P R dd - A3



